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U ovom diplomskom radu opisat c´emo razne modele financijskog trzˇisˇta na konacˇnim
vjerojatnosnim prostorima u diskretnom vremenu. Financijsko trzˇisˇte je vrlo komplek-
sno. Promatramo financijsko trzˇisˇte s d + 1 financijskom imovinom, to mogu biti dionice,
obveznice, valuta ili novac, te se tom imovinom trzˇi u diskretnom vremenu, to jest u tre-
nucima t = 0, 1, . . . ,T , T ∈ N. Uz primarne financijske imovine trzˇi se i vrijednosnicama
kao sˇto su opcije ili slucˇajni zahtjevi. Kroz cijeli rad, u pozadini postoji konacˇni vjero-
jatnostni prostor koji se sastoji od uredene trojke (Ω,F ,P) gdje je Ω proizvoljan, nepra-
zan i konacˇan skup elemenatrnih dogadaja, familija F podskupova od Ω je sigma algebra
dogadaja (σ−algebra) i P : F 7→ [0, 1] je funkcija vjerojatnosti na prostoru (Ω,F ), a to
je svaka σ−aditivna funkcija P : F 7→ [0, 1] takva da vrijedi P(Ω) = 1. Pretpostavka da
je prostor elementarnih dogadaja Ω konacˇan pojednostavljuje stvari jer tada su svi prostori
Lp(Ω,F ,P) konacˇnodimenzionalni sˇto znacˇi da se cijela funkcionalna analiza svodi na li-
nearnu algebru.
U poglavlju 1 uz opis financijskog modela uvodimo pojam arbitrazˇe. Arbitrazˇa je por-
tfelj koji nije izlozˇen riziku i s pozitivnom vjerojatnosˇc´u donosi pozitivan profit sˇto znacˇi
da uz neki pocˇetni ulog sigurno ne mozˇemo izgubiti, te uz barem jedan scenarij ostvaru-
jemo strogo pozitivnu dobit. Iz same definicije arbitrazˇe, ocˇito da u stvarnom zˇivotu je
tesˇko pronac´i moguc´nost arbitrazˇe te je takvo trzˇisˇte neefikasno. Zbog toga, razvijamo mo-
dele na financijskom trzˇisˇtu bez arbitrazˇe. Takoder, pretpostavljamo da ne postoje trosˇkovi
transakcija. Nadalje, uvest c´emo pojam martingala i martingalne mjere kako bismo na
jednostavniji nacˇin provjerili da li je trzˇisˇte bez arbitrazˇe te iskaz i dokaz fundamental-
nog teorema odredivanja cijene imovine na financijskom trzˇisˇtu bez arbitrazˇe koji je od
velike vazˇnosti. U tu svrhu, uvodimo prostor slucˇajnih zahtjeva te nam je cilj odrediti
ne-arbitrazˇnu cijenu slucˇajnog zahtjeva. Vrijednost financijskih imovina modelirat c´emo
u jedinicama nume´raira. Nume´raire je financijska imovina s kojom mozˇemo trgovati i
preko njega su izrazˇene cijene svih ostalih imovina kojima se trguje. Nume´raire nije je-
dinstven te c´emo pokazati koja se sve imovina mozˇe uzeti kao nume´raire i sˇto se dogada




Nakon sˇto smo opisali modele na financijskom trzˇisˇtu, u poglavlju 2 promatramo funk-
ciju korisnosti U(x) agentovog bogatstva x u zadnjem vremenskom trenutku T . Zˇelimo
maksimizirati funkciju korisnosti, to jest pronac´i optimalnu stategiju trgovanja za koju je
funkcija korisnosti maksimalna. Problem maksimizacije rijesˇavamo pomoc´u Lagrange-
ovog multiplikatora i dualne teorije koju c´emo detaljnije objasniti u samom poglavlju.
Glavni cilj rada je opisati modele na financijskom trzˇisˇtu pomoc´u teorije iz podrucˇja
matematike, ali dati i ekonomsku interpretaciju svega navedenog.
Za razumijevanje teorije ovog rada potrebno je ponoviti osnovne definicje iz podrucˇja




Financijski model gradimo na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P), gdje je prostor elemen-
tarnih dogadaja Ω konacˇan. To znacˇi da se mozˇe dogoditi najvisˇe konacˇno mnogo razlicˇitih
scenarija u buduc´nosti. Dakle, pisˇemo Ω = {ω1, ω2, ..., ωN} za neki N ∈ N. O elementar-
nim dogadajima ω ∈ Ω razmisˇljamo kao o moguc´im scenarijima u buduc´nosti. Nadalje,
pretpostavljamo da su svi elementarni dogadaji zaista moguc´i to jest vrijedi P(ω) > 0
za sve ω ∈ Ω. Iz pretpostavke slijedi da nam nec´e trebati rezultati iz funkcionalne ana-
lize koji se odnose na razlicˇite topologije u L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P), L0(Ω,F ,P), jer su
svi ti prostori jednostavno RN (bez smanjenja opc´enitosti pretpostavljamo da je σ-algebra
F partitivni skup od Ω). Stoga se cijela funkcionalna analiza, koju c´emo kasnije trebati
za opise procesa u opc´enitom slucˇaju, za potrebe ovog poglavlja, svodi na jednostavnu
linearnu algebru. Na primjer, umjesto Hanh-Banachovog teorema korisˇten je teorem o
separirajuc´oj hiperravnini u konacˇnodimenzionalnom slucˇaju. Unatocˇ tome, pisati c´emo
L∞(Ω,F ,P), L1(Ω,F ,P) itd., (iako znamo da su isti izomorfni sa RN) kako bismo naznacˇili
koji funkcijski prostor uzimamo u smislu opc´enite teorije.
Na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P) fiksiramo prirodni broj T > 1 te promatramo
model u diskretnom vremenu u kojem se financijskom imovinom trzˇi u trenutcima t =
0, 1, ...,T . Definiramo filtraciju (Ft)Tt=0 na Ω kao neopadajuc´i niz σ-algebri sadrzˇanih u F :F0 ⊂ F1 ⊂ ... ⊂ FT ⊂ F . O σ-algebri Ft razmisˇljamo kao o informaciji o stanju svijeta koja
nam je dostupna u vremenskom trenutku t. Josˇ pretpostavljamo da u zadnjem vremenskom
trenutku imamo potpunu informaciju odnosno vrijedi FT = F , ali ne pretpostavljamo da
je F0 trivijalna σ-algebra iako c´e u mnogim slucˇajevima ipak biti. Ali zbog ”tehnicˇkih”
razloga mnogo je prikladnije dopustiti opc´enite σ-algebre F0.
Osim stvarnih vrijednosti financijskih imovina i portfelja koristit c´emo njihove diskon-
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tirane vrijednosti, to jest svedene na sadasˇnju vrijednost. Sada c´emo uvesti definiciju fi-
nancijskog modela u stvarnim vrijednostima, a u ostatku poglavlja opisat c´emo kako model
prikazati u diskontiranim vrijednostima sˇto c´e se pokazati da nam je takav model jednos-
tavniji za rad.
Definicija 1.1.1. Model financijskog trzˇisˇta na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F ,P) je Rd+1








t=0 adaptiran u odnosu na filtra-
ciju F = (Ft,T = 0, 1, ...,T ).
Pretpostavljamo da je nulta komponenta S0 strogo pozitivna, dakle (S0t ) > 0 za sve t =
0, 1, ...,T i zadovoljava S00 = 1.
Interpretacija je sljedec´a: financijsko trzˇisˇte se sastoji od d + 1 financijske imovine koje
mogu bit dionice, obveznice, valuta ili novac. Cijenu i-te financijske imovine u trenutku
t oznacˇavamo sa Sit. Buduc´i da su cijene financijskih imovina opc´enito slucˇajne, pretpos-
tavljamo da su i Sit slucˇajne varijable. Takoder pretpostavljamo da je slucˇajna varijabla S
i
t
izmjeriva u odnosu na σ-algebru Ft (to jest da za sve x ∈ R vrijedi {Sit ≤ x} ∈ Ft ) jer
cijena Sit ovisi samo o dogadajima koji su se dogodili do trenutka t. Dakle, slucˇajni vek-




t ) zovemo vektor cijena svih imovina u trenutku t i on je Ft-izmjeriv
slucˇajni vektor jer je slucˇajna varijabla Sit Ft-izmjeriva za sve indekse i. Iz cˇega slijedi da je
slucˇajni proces S=(St, t = 0, 1, ...,T ) adaptiran u odnosu na filtraciju F=(Ft,T = 0, 1, ...,T ).
Cijene financijskih imovina 0, 1, ..., d dane su u fiksnoj jedinici novca, na primjer Euro. Za
j = 1, 2, ..., d te cijene nisu nuzˇno nenegativne (npr. forward ugovori). 0-ta imovina ima
vazˇnu ulogu. Pretpostavljamo da je strogo pozitivna i bit c´e korisˇtena kao nume´raire. To
nam omoguc´uje da usporedujemo novac (npr. u valuti Euro) u trenutku t = 0 (na pocˇetku)
s novcem/vrijednosˇc´u u vremenu t > 0. Mnogi jednostavni modeli sadrzˇe jednu nerizicˇnu
imovinu i ona se najcˇesˇc´e oznacˇava kao imovina s indeksom 0 pa na S0 mozˇemo gledati
jednostavno kao na novac ulozˇen u banku uz fiksnu kamatnu stopu r pa vrijedi S0t = e
rt.
Naravno mozˇe biti i malo slozˇenija, npr. S0t = exp(r0h + r1h + ... + rt−1h), gdje je h > 0
oznacˇava duljinu vremenskog intervala izmedu t− 1 i t, u ovom slucˇaju je ta razlika fiksna,
i rt−1 je kamatna stopa u promatranom periodu od t − 1 do t. Postoje i drugacˇiji modeli, ali
kako bismo se pripremili na opc´enitije slucˇajeve, zahtijevamo samo da je slucˇajna varijabla
S0t strogo pozitivna za svaki t. Takoder mozˇemo primijetiti da zahtijevamo da je slucˇajna
varijabla S0t samo Ft-izmjeriva, ali ne nuzˇno i Ft−1-izmjeriva. Drugim rijecˇima, pretpos-
tavljamo da je slucˇajni proces S0 = (S0t , t = 0, 1, ...,T ) adaptiran u odnosu na filtraciju
F=(Ft,T = 0, 1, ...,T ), ali ne nuzˇno i predvidiv.
Ekonomski agent mozˇe kupiti ili prodati financijsku imovinu. Odluku koju c´e donijeti
u trenutku t ovisi o informacijama koje su dostupne samo u vremenu t, to jest koje su
sadrzˇane u σ-algebri Ft.









t=0 s vrijednostima u R
d+1.
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Ĥit oznacˇava broj jedinica i-te financijske imovine koju investitor posjeduje u portfe-
lju u trenutku t odnosno vektor (Ĥt)= (Ĥ0t , Ĥ
1
t , ..., Ĥ
d
t ) oznacˇava koliko pojedinih finan-
cijskih imovina investitor posjeduje u trenutku t. Portfelj Ĥ konstruiramo na sljedec´i
nacˇin: u trenutku t = 0 investirali bismo u financijske imovine tako da stvorimo port-
felj Ĥ1 = (Ĥ01 , Ĥ
1
1 , . . . , Ĥ
d
1 ), zatim u trenutku t = 1 mozˇemo rebalansirati portfelj i tako
stvoriti novi portfelj Ĥ2 = (Ĥ02 , Ĥ
1
2 , . . . , Ĥ
d
2 ). U trenutku t = 2 saznajemo nove cijene
S i2 te rebalansiramo portfelj i konstruiramo novi portfelj Ĥ3. Do trenutka T trzˇimo na taj
nacˇin. Investitor donosi odluku u trenutku t − 1 koliko c´e jedinica i-te imovine posjedovati
u trenutku t pa slijedi da je slucˇajna varijabla Ĥt Ft−1-izmjeriva. Dakle, prema definiciji
predvidivog procesa, slijedi da je slucˇajni proces Ĥ = (Ĥt, t = 1, ...,T ) predvidiv u odnosu
na filtraciju F =(Ft, t = 0, 1, ...,T ).
Definicija 1.1.3. Strategija (Ĥt)Tt=1 je samofinancirajuc´a ako za svaki t = 1, 2, ...,T − 1
vrijedi
(Ĥt, S t) = (Ĥt+1, S t), (1.1)












Nadalje, vrijednost portfelja Ĥ u trenutku t = 0 iznosi:






Interpretacija je sljedec´a: mijenjajuc´i portfelj Ĥt u Ĥt+1 nema input/outflow novca.
Dakle, kada prilagodavamo svoju financijsku poziciju u trenutku t biramo novi portfelj
Ĥt+1 te sredstva za kupovinu tog novog portfelja mogu doc´i samo iz vrijednosti Ĥt koja
je jednaka ĤtS t. Prema tome slijedi jednakost (Ĥt, S t) = (Ĥt+1, S t) odnosno, u trenutku t,
vrijednost novog portfelja Ĥt+1 mora biti jednaka vrijednosti starog portfelja Ĥt. Josˇ nagla-
simo, pretpostavljamo da mijenjanje portfelja ne uzrokuje nikakve transakcijske trosˇkove.
Uocˇimo da Ĥ jt mozˇe poprimiti i negativne vrijednosti sˇto znacˇi da smo tada ”kratki” za j-tu
imovinu (short sale imovine j).
Primijetimo da je slucˇajna varijabla definirana sa (1.1) Ft-izmjeriva i nju interpretiramo
kao vrijednost portfelja u trenutku t = 1, 2, . . . ,T . Dakle, vrijednost portfelja jednaka je
sumi ukupnih vrijednosti ulozˇenih u imovine:
Vt = (Ĥt, S t) = (Ĥt+1, S t).
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Kako je Vt Ft-izmjeriva slucˇajna varijabla za svaki t slijedi da je proces vrijednosti V(Ĥ) =
(Vt(Ĥ), t = 1, ..,T ) adaptiran slucˇajni proces.
Nacˇin na koji se vrijednost Vt = (Ĥt, S t) mijenja mozˇe se opisati jednostavnije kada,
umjesto stvarnih vrijednosti financijskih imovina, koristimo njihove diskontirane vrijed-
nosti koristec´i imovinu S0 kao nume´raire. Diskontirane vrijednosti su vrijednosti svedene
na sadasˇnju vrijednost pa mozˇemo usporediti novac (vrijednost) u trenutku t sa novcem
(vrijednosˇc´u) u trenutku 0. Npr. mozˇemo rec´i da S0t jedinica novca u trenutku t je jednako
kao jedna jedinica novca, npr. Eura, u trenutku 0.















Koristit c´emo notaciju S˜ jt :=
S jt
S 0t
, j = 1, 2, . . . , d, t = 0, 1, . . . ,T , gdje tildom˜oznacˇavamo
diskontirane vrijednosti.
Primijetimo da je S˜ 0t =
S 0t
S 0t
= 1 pa nema potrebe ukljucˇiti 0-tu koordinatu u diskontiranom
procesu.








t=1 samofinancirajuc´a strategija s pocˇetnom vrijednosˇc´u











































za j = 1, 2, ..., d. Ne pisˇemo 0-tu koordinatu iz razloga sˇto drzˇanjem Ĥ0t jedinica nume´raire
imovine S˜ 0t nec´e visˇe biti od vazˇnosti kada prijedemo na diskontirane vrijednosti.
Ĥ0t odreduje sljedec´u vrijednost Ĥ
0
t+1 za t = 1, 2, ...,T − 1 uz induktivnu primjenu (1.2).
Stroga pozitivnost od (S 0t )
T−1
t=0 implicira da postoji tocˇno jedna funkcija Ĥ
0
t+1 takva da jed-
nakost (1.2) vrijedi. Ocˇito je Ĥ0t+1 Ft-izmjeriva slucˇajna varijabla. Dakle, za svaki Rd-








t=1 postoji jedinstveni samofinancirajuc´i








t=1 takav da vrijedi
(Ĥ jt )Tt=1 = (H
j
t )Tt=1 za j = 1, 2, ...d i H
0
1 = 0. Ekonomski gledamo to znacˇi da za svaku








t=1 za ”rizicˇne” imovine j = 1, 2..., d
uvijek mozˇemo pronac´i strategiju trgovanja (Ĥ0t )
T
t=1 u nume´rairu imovine 0 tako da cijela
strategija trgovanja postane samofinancirajuc´a. Nadalje, stavljanjem Ĥ01 = 0, ta strategija
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postaje jedinstvena. Na primjer, kada za 0-tu financijsku imovinu uzmemo racˇun u banci
(nerizicˇna) u svakom trenutku t = 1, 2, ..,T − 1, ulaganja u d rizicˇnih imovina te dobitci i
gubici koji se ostvaruju ulaganjem u d rizicˇnih imovina se pokrivaju i financiraju pomoc´u
te 0-te imovine. Ako vrijedi H01 = 0, to jest ako startamo sa praznim novcˇanim racˇunom,
tada sljedec´e stanje racˇuna je jedinstveno odredeno sa stanjem rizicˇne imovine 1, 2, ..., d.
Dakle, ako tocˇno znamo kako zˇelimo ulagati u rizicˇne imovine s pocˇetnim kapitalom V0
onda uvijek mozˇemo posuditi onoliko koliko nam treba iz banke da financiramo takvu stra-
tegiju.



















t=1 koja jedinstveno odreduju je-
dan drugoga na gore opisan nacˇin.
Nadalje, strategija (Ĥ0t )
T
t=1 ne mijenja diskontiranu vrijednost (V˜t)
T
t=0 portfelja. Zaista, po
definiciji, nume´raire imovina ostaje ista u diskontiranim vrijednostima, to jest izrazˇena u
svojim jedinicama.













Preciznije, ako je S 00 = 1 i Ĥ
0
1 = 0 vrijedi:






Oznacˇimo sa ∆S˜ t+1 := S˜ t+1 − S˜ t razliku diskontiranih cijena financijskih imovina u tre-
nutcima t + 1 i t te koristec´i (1.2) racˇunamo razliku diskontirane vrijednosti portfelja u
trenutcima t + 1 i t:
























gdje ( , ) predstavlja skalarni produkt u Rd.
Posebno, diskontirana vrijednost portfelja u posljednjem trenutku T iznosi:
V˜T = V˜0 +
T∑
t=1
(Ht,∆S˜ t) = V˜0 + (H · S˜ )T ,
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gdje je (H · S˜ )T = ∑Tt=1(Ht,∆S˜ t) notacija za ”stohasticˇki integral” koji se u nasˇem diskret-
nom vremenu mozˇe jednostavno tumacˇiti kao konacˇna Riemannova suma.
Da bismo saznali stvarnu vrijednost portfelja VT , moramo njezinu diskontiranu vrijed-
nost pomnozˇiti sa S 0T . Dakle, VT = V˜T S
0
T . Medutim to se rijetko trazˇi.
Definicija 1.1.4. Strategija H je dopustiva, ako je H samofinancirajuc´a i vrijedi Vt(H) ≥ 0
za sve t = 0, 1, . . . ,T.
Dakle, da bi strategija bila dopustiva njezina vrijednost u svakom trenutku t mora biti
nenegativna sˇto znacˇi da u svakom trenutku t investitor mora biti u moguc´nosti isplatiti
svoje eventualne dugove. U suprotnom, strategija nije dopustiva.
Sada mozˇemo zamijeniti definiciju 1.1.2 sa sljedec´om definicijom u kojoj se koriste
diskontirane vrijednosti, sˇto c´e se pokazati da je mnogo jednostavnija za primjenu.
Definicija 1.1.5. Neka je S˜ = (S˜ 1, . . . , S˜ d) model financijskog trzˇisˇta u diskontiranim vri-









t=1, to jest Ht je Ft−1-izmjeriva slucˇajna varijabla za svaki t =
1, . . . ,T. Familiju svih takvih strategija trgovanja oznacˇavamo saH .
Nadalje, definiramo stohasticˇki integral H · S˜ kao Rd-dimenzionalni proces ((H · S˜ )t)Tt=0
dan sa:
(H · S˜ )t =
t∑
u=1
(Hu,∆S˜ u), t = 0, . . . ,T, (1.5)
gdje ( , ) predstavlja skalarni produkt u Rd .
Slucˇajna varijabla (H · S˜ )t = ∑tu=1(Hu,∆S˜ u) oznacˇava ukupni dobitak/gubitak, uz strategiju
trgovanja H, do trenutka t u diskontiranim vrijednostima.
Slucˇajni proces ((H · S˜ )t)Tt=0 zovemo proces dobitka.
Dakle, ako sa cjenovnog procesa S prijedemo na diskontirani cjenovni proces S˜ stvari
postaju jednostavnije i visˇe transparentne. Diskontirani vrijednosni proces V˜ = (V˜t)Tt=1 uz
pocˇetnu vrijednost V˜0 = 0 je dan sa stohasticˇkim integralom V˜t = (H · S˜ )t definiranim u
(1.5).
Naglasimo da izbor nume´raira nije jedinstven, samo zbog jednostavnosti smo uzeli da
to bude imovina indeksirana sa 0. Za nume´raire se mozˇe uzeti bilo koja druga financijska
imovina pod uvjetom da uvijek bude strogo pozitivna.
U daljnjem radu razvijat c´emo teoriju u terminima diskontiranog Rd-dimenzionalnog
procesa oznacˇenim sa S˜ .
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1.2 Nepostojanje arbitrazˇe i fundamentalni teorem
odredivanja cijene imovine
Na stvarnom financijskom trzˇisˇtu se uz primarne financijske imovine josˇ trzˇi i vrijednos-
nicama cˇija isplata ovisi na nelinearan nacˇin o primarim imovinama S0, S1, ..., Sd. Takve
vrijednosnice nazivaju se izvedenim vrijednosnicama, opcijama ili slucˇajnim zahtjevima.
Definicija 1.2.1. Slucˇajni zahtjev s dospijec´em T je FT -izmjeriva slucˇajna varijabla C na
vjerojatnosnom prostoru (Ω, F , P) takva da je
0 ≤ C < ∞ P-g.s.
Slucˇajni zahtjev C s dospijec´em T zove se izvedenica (derivative) primarnih imovina
S0, S1, ..., Sd ako je C funkcija slucˇajnih vektora S1, S2, ..., ST .
Kazˇemo da je slucˇajni zahtjev dostizˇan ako postoji dopustiva strategija H takva da je
VT (H) = C. Tada kazˇemo da strategija (portfelj) H replicira slucˇajni zahtjev C. Kazˇemo
da je portfelj H super-replicirajuc´i za slucˇajni zahtjev C ako vrijedi VT (H) > C.
Prije nego sˇto definiramo skupove koji c´e nam biti od velike vazˇnosti tijekom cijelog rada,
podsjetimo se da L0(Ω,F ,P) oznacˇava linearan prostor svih F -izmjerivih slucˇajnih varija-
bli sa realnim vrijednostima te je njegov pozitivni ortant L0+(Ω,F ,P) linearan prostor takvih
slucˇajni varijabli, ali sa pozitivnim realnim vrijednostima. Nadalje, L1(Ω,F ,P) je linearan
prostor integrabilnih slucˇajnih varijabli dok je L∞(Ω,F ,P) linearan prostor ogranicˇenih
slucˇajnih varijabli sa realnim vrijednostima.
Definicija 1.2.2. Podprostor K od L0(Ω,F ,P) definiran sa
K = {(H · S˜ )T |H ∈ H}
zovemo skup slucˇajnih zahtjeva dostizˇni po cijeni 0.
K je zapravo linearan prostor svih isplata koje se mogu generirati pomoc´u nekog port-
felja uz pretpostavku da je pocˇetna vrijednost portfelja jednaka 0.
Ekonomski gledano interpretacija je sljedec´a: slucˇajne varijable u formi f = (H · S˜ )T su
slucˇajni zahtjevi i promatramo ih kao funkcije isplate u trenutku T . Ovisno o dogadaju
ω ∈ Ω, ekonomski agent mozˇe replicirati te slucˇajne zahtjeve uz pocˇetno investiranje u iz-
nosu 0 slijedec´i neku predvidivu strategiju H. Drugim rijecˇima, portfelj H replicira slucˇajni
zahtjev f = (H · S˜ )T i takav portfelj zovemo replicirajuc´i portfelj. Afini prostor Ka = a + K
je prostor dostizˇnih slucˇajnih zahtjeva po cijeni a, za neki realan broj a. Prostor Ka je dobi-
ven pomicanjem prostora K za konstantnu funkciju a. Drugim rijecˇima, Ka je prostor svih
slucˇajnih varijabli u obliku a + (H · S˜ )T za neku predvidivu strategiju trgovanja H.
Slicˇno, ekonomski agent mozˇe replicirati te slucˇajne zahtjeve sa pocˇetnim investiranjem
jednikim a ∈ R slijedec´i neku predvidivu strategiju H.
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Definicija 1.2.3. Konveksni konus C iz prostora L∞(Ω,F ,P) definiran kao
C = {g ∈ L∞(Ω,F ,P)| postoji f ∈ K takva da f ≥ g}
je skup super-replicirajuc´ih slucˇajnih zahtjeva dostizˇni po cijeni 0.
Slucˇajni zahtjev g ∈ L∞(Ω,F ,P) je super-replicirajuc´, ako ga mozˇemo dostic´i s 0 neto
investicijom uz neku predvidivu strategiju H. Kazˇemo da je portfelj H super-replicirajuc´i
za slucˇajni zahtjev g te u trenutku T imamo i nesˇto visˇka novca jer je krajnja vrijednost
takvog portfelja vec´a od vrijednosti slucˇajnog zahtjeva. Cˇinjenica da imamo visˇak novca
kojeg se mozˇemo rijesˇiti da dodemo do g mozˇe izgledati cˇudno u ovom trenutku, ali c´emo
vidjeti da definirani skup C ima veliku ulogu u razvoju nasˇe teorije. Primijetimo josˇ da
konveksni konus C sadrzˇi i negativni ortant L∞− (Ω,F ,P), to jest slucˇajne varijable sa nega-
tivnim realnim vrijednostima.
Slicˇno, konus Ca = a + C nastaje pomicanjem konusa C za konstantnu funkciju a i pred-
stavlja skup super-replicirajuc´ih slucˇajnih zahtjeva cˇija je cijena jednaka realnom broju a.
Sada c´emo dati formalnu definiciju arbitrazˇe, a onda slijede tvrdnje koje nam omoguc´uje
laksˇi nacˇin da provjerimo postoji li arbitrazˇa na financijskom trzˇisˇtu. Naime, arbitrazˇa je
portfelj koji mozˇe ostvariti nerizicˇan profit. Matematicˇki zapisano, portfelj H je arbitrazˇa
ako je V0(H) = 0 te je VT (H) ≥ 0 P − g.s i vrijedi P(VT (H) > 0) > 0. Dakle, uz pocˇetni
ulog jednak 0 (to je vrijednost portfelja u trenutku t = 0), sigurno ne mozˇemo izgubiti te uz
barem jedan scenarij konacˇna vrijednost portfelja je strogo pozitivna dok je za ostale scena-
rije vec´a ili jednaka 0. Naravno, to je san svakog investitora, ali takvo trzˇisˇte je neefikasno
i iz tog razloga promatramo modele trzˇisˇta koji ne dopusˇtaju arbitrazˇu. Pomoc´u formalne
definicije arbitrazˇe je tesˇko provjeriti da li model trzˇisˇta dopusˇta arbitrazˇu jer bismo trebali
provjeriti da svaki portfelj nije arbitrazˇa. Stoga uvodimo sljedec´u definiciju koja nam daje
laksˇi nacˇin da to provjerimo.
Definicija 1.2.4. Model S˜ financijskog trzˇisˇta zadovoljava ne-arbitrazˇni uvjet ako vrijedi:
K ∩ L0+(Ω,F ,P) = {0} (1.6)
ili, ekvivalentno,
C ∩ L0+(Ω,F ,P) = {0}, (1.7)
gdje 0 predstavlja funkciju identicˇno jednako 0.
U presjeku linearnog prostora K i linearnog prostora slucˇajnih varijabli sa pozitiv-
nim vrijednostima se nalazi 0, jer po definiciji arbitrazˇe, jedino tada model trzˇisˇta nema
moguc´nost arbitrazˇe. Moguc´nost postojanje arbitrazˇe znacˇi da postoji portfelj H takav
da sa pocˇetnim ulogom u iznosu 0 krajnja vrijednost slucˇajnog zahtjeva f = (H · S˜ )T je
ne-negativna i razlicˇita od nule. Ako model trzˇisˇta ne dopusˇta arbitrazˇu, kazˇemo da zado-
voljava ne-arbitrazˇni uvjet kojeg oznacˇavamo sa (NA) uvjet.
POGLAVLJE 1. MODELI FINANCIJSKIH TRZˇISˇTA 11
Propozicija 1.2.5. Pretpostavimo da financijsko trzˇisˇte zadovoljava (NA) uvjet. Tada vri-
jedi:
C ∩ (−C) = K.
Dokaz. Treba dokazati da je C ∩ (−C) ⊆ K jer obrnuta inkluzija ocˇito vrijedi. Dakle, neka
je g ∈ C ∩ (−C). Tada se g nalazi u konusu C i (−C) pa g mozˇemo zapisati kao g = f1 − h1
pri cˇemu je f1 ∈ K i h1 ∈ L∞+ i g = f2 + h2 pri cˇemu je f2 ∈ K i h2 ∈ L∞+ . Tada je
f1 − f2 = h1 + h2 ∈ L∞+ . Dakle, f1 − f2 ∈ K ∩ L∞+ = {0} jer model S˜ zadovoljava (NA) uvjet.
Slijedi, f1 = f2 i h1 + h2 = 0 pa je h1 = h2 = 0. To znacˇi da je g = f1 = f2 ∈ K, sˇto smo i
trebali dokazati. 
U daljnjem radu baziramo se na modele trzˇisˇta bez arbitrazˇe te kako bismo ih opisali
uvodimo pojam martingalne mjere koja je josˇ poznata kao mjera neutralna na rizik i pojam
ekvivalentne martingalne mjere.
Definicija 1.2.6. Za vjerojatnosnu mjeru Q na (Ω,F ) kazˇemo da je martingalna mjera ili
mjera neutralna na rizik, ako za sve t = 0, 1, . . . ,T vrijedi:
EQ[S˜ it+1|Ft] = S˜ it.
To jest, Q je martingalna mjera ako su u odnosu na nju diskontirane cijene financijskih
imovina martingali. Q je ekvivalentna martingalna mjera ako je martingalna mjera i ako
vrijedi Q ≈ P.
SaMe(S˜ ) oznacˇimo familiju svih martingalnih mjera za proces S˜ ekvivalentnih s P te
saMa(S˜ ) familiju svih martingalnih mjera koje nisu nuzˇno ekvivalentne s P.
Primijetimo, pretpostavili smo da je vjerojatnosni prostor Ω konacˇan na kojem je P({ω}) >
0 za sve ω ∈ Ω pa vrijedi da je vjerojatnost Q ekvivalentna s P i pisˇemo Q ≈ P ako i samo
ako je Q({ω}) > 0 za sve ω ∈ Ω.




∈ L1(Ω,F ,P). Kako je vjerojatnosni prostor Ω konacˇan, vrijedi
dQ
dP
(ω) = Q[ω]P[ω] .
Lema 1.2.7. Neka je Q vjerojatnosna mjera na (Ω,F ). Sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne:
(i) Q ∈ Ma(S˜ ),
(ii) EQ[ f ] = 0, za sve f ∈ K,
(iii) EQ[g] ≤ 0, za sve g ∈ C.
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Dokaz. Ekvivalencije su skoro pa trivijalne. Uvjet (ii) je ekvivalentan sa definicijom da je
S˜ Q-martingal to jest da vrijedi:
EQ[S˜ t|Ft−1] = S˜ t−1 za t = 1, . . . ,T.
Zaista, gornja jednakost vrijedi ako i samo ako za svaki Ft−1-izmjerivi dogadaj A vrijedi
EQ[χA(S˜ t − S˜ t−1)] = 0 ∈ Rd
odnosno
EQ[xχA,∆S t] = 0 ∈ Rd za svaki x.
Po linearnosti ova relacija se protezˇe do skupa K, sˇto je ekvivalentno sa uvjetom (ii). Ek-
vivalencije (ii) i (iii) izravno slijede. 
Sada kada smo definirali potrebne pojmove i rezultate mozˇemo navesti teorem koji je
od velike vazˇnosti u nasˇoj teoriji. Govorimo o fundamentalnom teoremu odredivanja cijene
imovine na financijskom trzˇisˇtu bez arbitrazˇe. Za dokaz teorema trebat c´e nam rezultat iz
algebre poznat kao teorem separacije.
Teorem 1.2.8. Za financijski model S˜ na konacˇnom vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F , (Ft)Tt=0,P) sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne:
(i) S˜ zadovoljava (NA) uvjet
(ii) Me(S˜ ) , ∅.
Dakle, model financijskog trzˇisˇta ne dopusˇta arbitrazˇu ako i samo ako postoji ekvivalentna
martingalna mjera.
Dokaz. Prvo dokazujemo laksˇi smjer. (ii)⇒ (i) :
Neka je Q ∈ Me(S˜ ). Tada prema lemi 1.2.7 vrijedi EQ[g] ≤ 0, za g ∈ C. Sada pretposta-
vimo suprotno od uvjeta (i), postoji g takav da g ∈ C ∩ L∞+ , g , 0. Kako je Q ekvivalentna
mjera s P te iz pretpostavke slijedi da je g strogo pozitivna slucˇajna varijabla mora vrijediti
EQ[g] > 0 sˇto je u kontradikciji s EQ[g] ≤ 0. Dakle, C ∩ L∞+ = {∅}, to jest S˜ zadovoljava
(NA) uvjet.
U dokazu drugog smjera koristit c´emo teorem o separirajuc´oj hiperavnini: Neka su K i C
neprazni, disjunktni, konveksni podskupovi skupa Rn. Neka je K kompaktan, a C zatvoren
skup. Tada postoji v ∈ Rn i γ1, γ2 ∈ R takvi da vrijedi:
〈v, x〉 < γ1 < γ2 < 〈v, y〉 ,
za sve x ∈ K i y ∈ C. Dokaz (i)⇒ (ii):
Ova implikacija teorema je od velike vazˇnosti jer c´e nam omoguc´iti da povezˇemo ne-
arbitrazˇni uvjet sa martingalnom teorijom. Neka vrijedi (NA) uvjet, K ∩ L∞+ = {0}. Zˇelimo
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separirati disjunktne konveksne podskupove K i L∞+ \ {0} hiperravninom induciranu line-
arnim funkcionalom Q ∈ L1(Ω,F ,P). Da bismo strogo separirali K i L∞+ \ {0} moramo
biti malo pazˇljiviji buduc´i da teorem separacije ne mozˇemo direktno primijeniti. Jedan
od nacˇina da rijesˇimo ovu potesˇkoc´u, u konacˇnoj dimenziji, je taj da na konveksnu ljusku
gledamo kao na jedinicˇne vektore (1{ωn})Nn=1 iz L










P je konveksan, kompaktan podskup skupa L∞+ (Ω,F ,P) i prema (NA) uvjetu disjunktan sa
K, to jest vrijediP∩K = ∅. Sada mozˇemo strogo separirati konveksan, kompaktan podskup
P i konveksan, zatvoren podskup K pomoc´u linearnog funkcionala Q ∈ L∞(Ω,F ,P)∗ =
L1(Ω,F ,P), to jest pronac´i α < β tako da vrijedi:
(Q, f ) ≤ α za f ∈ K,
(Q, h) ≥ β za h ∈ P.
Kako je K linearan prostor, imamo α ≥ 0 pa za α mozˇemo uzeti α = 0. Iz toga slijedi
β > 0. Dakle, (Q, f ) = 0 za sve f ∈ K i (Q, h) = ∑Nn=1 µnQ(1{ωn}) = ∑Nn=1 µnQ(ωn) > 0 za
h ∈ P. Definiramo jedinicˇni vektor I = (1, 1, ..., 1) ∈ P. Tada vrijedi (Q, I) = Q(1{ωn}) =
Q(ωn) > 0, gdje I oznacˇava konstantnu funkciju jednaku 1 (dovoljno je uzeti µn1{ωn} = 1 i
µn′1{ωn′ } = 0 za sve ostale n
′





Tada vrijedi (Q∗, I) = 1. Kako je Q strogo pozitivan za svaki 1{ωn}, pronasˇli smo mjeru Q
∗
na (Ω,F ) ekvivalentnu sa P. Nadalje, vrijedi za f ∈ K
E∗[ f ] = (Q∗, f ) =
1∑N
n,n′=1 Q(ωn′ )
(Q, f ) = 0,
gdje zadnja jednakost slijedi iz uvjeta (Q, f ) = 0 za sve f ∈ K. Time smo dokazali da
vrijedi uvjet (ii) u lemi 1.2.7. Drugim rijecˇima, pronasˇli smo ekvivalentnu martingalnu
mjeru pa vrijediMe(S˜ ) , ∅. 
Teorem 1.2.8 je od velike vazˇnosti u teoriji odredivanja cijene i zasˇtite (hedge) vrijed-
nosnih papir, ili, sinonimno, slucˇajnih zahtjeva, to jest elemenata prostora L0(Ω,F ,P) s
ne-arbitrazˇnim uvjetima. Intuitivna interpretacija ovog rezultata je jednostavna. Martingal
S˜ (s obziron na mjeru P ) je matematicˇki model za savrsˇeno fair igru. Primjenom bilo koje
strategije trgovanja H ∈ H uvijek c´e vrijediti E[(H · S˜ )T ] = 0 to jest investitor ne mozˇe
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ocˇekivati ni dobitak ni gubitak. S druge strane, model koji dopusˇta arbitrazˇu je model za
potpuno ne-fair (neposˇtenu) igru: biranjem dobre strategije H ∈ H , investitor je siguran
od gubitka i sa strogo pozitivnom vjerojatnosˇc´u c´e ostvariti nekakvu dobit. Kazˇe se da
c´e zaraditi ”nesˇto iz nicˇega”. U stvarnosti, postoji mnogo modela koji ne pripadaju niti
jednom od ova dva ekstremna slucˇaja. Teorem nam govori da postoji osˇtra podijeljenost
s obzirom na vjerojatnosnu mjeru. Svaki model je posve ne-fair u smislu da dopusˇta ar-
bitrazˇu i tada ne postoji moguc´nost da mijenjajuc´i vjerojatnosnu mjeru ikada postane fair
odnosno da postane martingal. Dakle, u tom slucˇaju se ne mozˇe pronac´i ekvivalentna mjera
Q. S druge strane, odbacivanjem ekstremnog slucˇaja u kojem modeli dopusˇtaju arbitrazˇu,
uvijek mozˇemo prijec´i sa vjerojatnosne mjere P na ekvivalentnu mjeru Q za koju je proces
S˜ martingal to jest na potpuno fair igru. Primijetimo, P je stvarna, objektivna vjerojatnost,
a Q je vjerojatnost neutralna na rizik. Cˇinjenica da su te dvije vjerojatnosti ekvivalentne
znacˇi da se obje slazˇu u tome sˇto je moguc´e, a sˇto nije moguc´e. Dakle, zamjenom mjere P
sa mjerom Q moguc´e je da se promijene vjerojatnosti, ali ne i nemoguc´i dogadaji.
Korolar 1.2.9. Neka financijski model S˜ zadovoljava (NA) uvjet i neka je f ∈ L∞(Ω,F ,P)
dostizˇan slucˇajni zahtjev. Drugim rijecˇima, f zadovoljava:
f = a + (H · S˜ )T , (1.8)
za neki a ∈ R i neku strategiju H.
Tada, realan broj a i proces (H · S˜ )t su jedinstveno zadani sa (1.8) i zadovoljavaju, za sve
Q ∈ Me(S˜ ),
a = EQ[ f ] i a + (H · S˜ )t = EQ[ f |Ft], t = 0, 1, . . . ,T. (1.9)
Dokaz. Jedinstvenost broja a ∈ R: Pretpostavimo da postoje a1 ∈ R i a2 ∈ R takvi da
vrijedi a1 , a2. Bez smanjenja opc´enitosti mozˇemo pretpostaviti da vrijedi a1 > a2. Tada
vrijedi f = a1 + (H1 · S˜ )T i f = a2 + (H2 · S˜ )T , a1 , a2. Imamo a1 − a2 = ((H2 − H1) · S˜ )T
to jest dobili smo da je vrijednost strategije H2 −H1 strogo pozitivna (zbog a1 > a2 ) u tre-
nutku T sˇto je u kontradikciji sa (NA) uvjetom. Time smo dokazali jedinstvenost realnog
broja a.
Jedinstvenost procesa (H · S˜ ): Pretpostavimo da postoje dva razlicˇita procesa: H1 · S˜ ,
H2 · S˜ . Tada postoji 0 ≤ t ≤ T takav da (H1 · S˜ )t , (H2 · S˜ )t te bez smanjenja opc´enitosti
mozˇemo pretpostaviti da je A := {(H1 · S˜ )t > (H2 · S˜ )t} neprazan skup koji je ocˇito iz
Ft. Prema pretpostavci da je (H1 · S˜ )T = (H2 · S˜ )T , strategija H := (H2 − H1)1A · 1〈t,T 〉
je predvidivi proces koji dopusˇta arbitrazˇu jer je (H · S˜ )T = 0 izvan A dok je (H · S˜ )T =
(H1 · S˜ )t − (H2 · S˜ )t > 0 unutar A, sˇto je opet u kontradikciji sa (NA) uvjetom.
Na kraju, jednakost (1.9) je rezultat cˇinjenice da za svaki predvidivi proces H i za sve
martingalne mjere Q ∈ Ma(S˜ ) vrijedi da je proces H · S˜ Q − martingal.

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Sa cone(Me(S˜ )) i cone(Ma(S˜ )) oznacˇavamo konus generiran konveksnim skupom
Me(S˜ ), odnosnoMa(S˜ ). Sljedec´a propozicija isticˇe dualnu vezu izmedu spomenutih ko-
nusa i konusa C. Neka su (E, E′) dva vektorska prostora u separiranoj dualnosti. To znacˇi
da postoji bilinearna forma < ·, · >: E×E′ → R tako da ako je < x, x′ >= 0 za svaki x ∈ E,
slijedi da je x′ = 0. Isto tako, ako je < x, x′ >= 0 za svaki x ∈ E′, slijedi da je x = 0.
Za par vektorskih prostora (E, E′) u separiranoj dualnosti sa skalarnim produktom < ·, · >,
polarni (dualni) skup C0 skupa C u E definiran je sa
C0 = {g ∈ E′| 〈 f , g〉 ≤ 1 za svaki f ∈ C}. (1.10)
U slucˇaju kad je C zatvoren s obzirom na mnozˇenje skalarom (to jest kada je C konveksan
konus), tada je C0 ekvivalentno definiramo sa
C0 = {g ∈ E′| 〈 f , g〉 ≤ 0 za svaki f ∈ C}. (1.11)
Bipolarni teorem tvrdi da je bipolar C00 := (C0)0 skupa C u E jednak σ(E, E′) - zatvorena
konveksna ljuska od C. U konacˇnodimenzionalnom slucˇaju gdje je E = L∞(Ω,FT ,P) = RN
i E′ = L1(Ω,FT ,P) = RN , bipolarni teorem je jednostavniji. U ovom slucˇaju postoji samo
jedna topologija na RN kompatibilna sa strukturom vektorskog prostora, stoga ne moramo
promatrati razlicˇite topologije kao sˇto je σ(E, E′). Kako bilo, dokazi bipolarnog teorema u
konacˇnodimenzionalnom i beskonacˇnodimenzionalnom slucˇaju su gotovo jednaki i slijede
iz teorema o separirajuc´oj hiperravnini, odnosno Hanh-Banachovog teorema. Slijedi bipo-
larni teorem u konacˇnodimenzionalnom slucˇaju te dokaz u kojem c´emo koristiti teorem o
separirajuc´oj hiperravnini.
Teorem 1.2.10. Neka je C ⊆ Rn i sadrzˇi 0. Tada je bipolar C00 := (C0)0 skupa C jednak
zatvorenoj konveksnoj ljuski od C.
Dokaz. Iz samo definicije slijedi da je C00 zatvoren, konveksni skup koji sadrzˇi C pa je
zatvorena konveksna ljuska skupa C koju oznacˇavamo sa A podskup skupa C00. Sada
pretpostavimo da ne vrijedi obrnuta inkluzija. Tada postoji x0 ∈ C koji se ne nalazu u A.
Tada prema teoremu o separirajuc´oj hiperarvnini postoji vektor v ∈ Rn i γ1, γ2 ∈ R takvi da
vrijedi:
〈x0, v〉 > γ1 > γ2 > 〈y, v〉 ,
za sve y ∈ A. Zbog 0 ∈ C ⊆ A slijedi γ1 > 0. Kada gornji izraz podijelimo sa γ1 slijedi da
postoji vektor v ∈ Rn takav da vrijedi:
〈x0, v〉 > 1 > 〈y, v〉 ,
za sve y ∈ A. Iz druge nejednakosti slijedi da je v ∈ C0, a iz prve x0 < C00 sˇto je u
kontradikciji sa pretpostavkom. 
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Sada prelazimo na konkretan slucˇaj konusa C ⊂ L∞(Ω,F ,P). Primjetimo da je u
konacˇnodimenzionalnom slucˇaju C zatvoren kao algebarska suma zatvorenog linearnog
prostora K (linearni prostor u RN je uvijek zatvoren) i zatvorenog poliedarskog konusa u
L∞(Ω,FT ,P). Iz bipolarnog teorema zakljucˇujemo da je C jednak bipolaru C00.
Propozicija 1.2.11. Pretpostavimo da S˜ zadovoljava (NA) uvjet. Tada je polarni ili dualni
konus skupa C jednak konusu cone(Ma(S˜ )) i Me(S˜ ) je gust skup u Ma(S˜ ). Prema tome,
sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne za slucˇajnu varijablu g ∈ L∞(Ω,F ,P):
(i) g ∈ C,
(ii) EQ[g] ≤ 0, za sve Q ∈ Ma(S˜ ),
(iii) EQ[g] ≤ 0, za sve Q ∈ Me(S˜ ).
Dokaz. Jednakost polarnog konusa C0 i cone(Ma(S˜ )) slijedi iz leme 1.2.7 i cˇinjenice da je
C ⊇ L∞− (Ω,F ,P) i C0 ⊆ L1+(Ω,F ,P). Prema tome, ekvivalencija (i) i (ii) slijedi iz bipolar-
nog teorema.
Prema fundamentalnom teoremu 1.2.8 postoji barem jedna mjera Q∗ ∈ Me(S˜ ). Direktno
iz definicije martingalne mjere vrijedi da konveksna kombinacija martingalnih mjera je po-
novno martingalna mjera. Buduc´i da je Q∗ ekvivalentna martingalna mjera, kao vektor u
RN sve su joj komponente strogo pozitivne pa zato to isto vrijedi za konveksnu kombina-
ciju, koja je stoga ekvivalentna martingalna mjera. Dakle, za svaku mjeru Q ∈ Ma(S˜ ) i
0 < µ ≤ 1 vrijedi µQ∗ + (1 − µ)Q ∈ Me(S˜ ) iz cˇega ocˇito slijedi da jeMe(S˜ ) gust skup u
Ma(S˜ ). Naime, pusˇtanjem µ → 0 slijedi da je Q limes ekvivalentnih martingalnih mjera,
to jest ekvivalentne martingalne mjere su guste u skupu martingalnih mjera. Sada je jasno
da vrijedi (ii)⇒ (iii).
Dokazˇimo josˇ obratno, (iii) ⇒ (ii). Zbog tvrdnje o gustoc´i, za martingalnu mjeru Q,
postoji niz ekvivalentnih martingalnih mjera Qn koji konvergira u Q (u RN je to u stvari




gdje zadnja nejednakost vrijedi jer smo pretpostavili da vrijedi tvrdnja (ii). Time smo
dokazali sve potrebne ekvivalencije teorema.

Na slicˇan nacˇin, pokazujemo i sljedec´e rezultate.
Propozicija 1.2.12. Pretpostavimo da S˜ zadovoljava (NA) uvjet. Tada za slucˇajnu varija-
blu f ∈ L∞, sljedec´e tvrdnje u ekvivalentne:
(i) f ∈ K, to jest f = (H · S˜ )T za neku strategiju H ∈ H .
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(ii) Za sve Q ∈ Me(S˜ ) vrijedi EQ[ f ] = 0.
(iii) Za sve Q ∈ Ma(S˜ ) vrijedi EQ[ f ] = 0.
Dokaz. U propoziciji 1.2.5 smo pokazali da je f ∈ K ako i samo ako je f ∈ C ⋂(−C).
Dakle f se nalazi i u konusu C i u (−C) pa tvrdnje propozicije slijede jednostavno iz
prethodne propozicije 1.2.11.

Korolar 1.2.13. Pretpostavimo da S˜ zadovoljava (NA) uvjet i da slucˇajna varijabla f ∈ L∞
zadovoljava EQ[ f ] = a za sve Q ∈ Me(S˜ ). Tada je f jednak f = a + (H · S˜ )T za neku
strategiju H ∈ H .
Korolar 1.2.13 slijedi direktno iz prethodne propozicije primjenjene na f − a ∈ L∞.
Definicija 1.2.14. Model trzˇisˇta bez arbitrazˇe je potpun ako je svaki slucˇajni zahtjev dostizˇan.
Korolar 1.2.15. (Potpuni model trzˇisˇta) Za model trzˇisˇta S˜ bez arbitrazˇe, sljedec´e tvrdnje
su ekvivalentne:
(i) skupMe(S˜ ) je jednocˇlan (postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera)
(ii) svaki slucˇajni zahtjev f ∈ L∞(Ω,F ,P) se mozˇe prikazati kao f = a + (H · S˜ )T za neki
realan broj a i strategiju H ∈ H .
U tom slucˇaju vrijedi jednakost a = EQ[ f ], stohasticˇki integral H · S˜ je jedinstven te
EQ[ f |Ft] = EQ[ f ] + (H · S˜ )t, t = 0, . . . ,T.
Iz korolara 1.2.15 slijedi da je model trzˇisˇta bez arbitrazˇe potpun ako i samo ako postoji
jedinstvena ekvivalentna mjera.
Pomoc´u fundamentalnog teorema odredivanja cijena imovine dokazati c´emo sljedec´u
propoziciju koja c´e nam trebati uskoro u daljnjem radu.
Propozicija 1.2.16. Neka S˜ zadovoljava (NA) uvjet i neka je H · S˜ slucˇajni proces gdje




d+1 = a + H · S˜ , gdje je a neki fiksi realan broj. Tada proces
S¯ = (S˜ 1, S˜ 2, . . . , S˜ d, S˜ d+1) takoder zadovoljava (NA) uvjet te se skupoviMe(S˜ ) iMe(S¯ ) te
takoderMa(S˜ ) iMa(S¯ ) podudaraju.
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Dokaz. Prema pretpostavci model trzˇisˇta S˜ zadovoljava (NA) uvjet pa prema fundamental-
nom teoremu odredivanja cijene imovine slijedi da postoji ekvivalentna martingalna mjera
Q ∈ Me(S˜ ). Ako je Q ∈ Me(S˜ ) tada je proces H · S˜ Q-martingal kao martingalna tran-
sformacija predvidivog procesa H i martingala S˜ iz cˇega slijedi da je i S˜ d+1 Q-martingal.
Dakle, ekvivalentna martingalna mjera za proces S˜ je takoder ekvivalentna martingalna
mjera za proces S¯ pa su te dvije familije jednake te kako postoji barem jedna ekvivalentna
martingalna mjera slijedi iz fundametnalnog teorema da i S¯ zadovoljava (NA) uvjet. 
1.3 Ekvivalencija jednoperiodnog modela i
visˇeperiodnog modela bez arbitrazˇe
Cilj ovog potpoglavlja je povezati financijski model sa jednim periodom i model sa visˇe pe-
rioda na financijskom trzˇisˇtu bez arbitrazˇe. Jednoperiodni model je model u kojem se mozˇe
trgovati imovinom u dva vremenska trenutka: t = 0 kojeg mozˇemo shvatiti kao sadasˇnjost
i t = 1 to jest neko fiksno vrijeme u buduc´nosti. Izmedu ta dva trenutka imamo jedan
period otkud ime modelu. Sa visˇeperiodnim modelom smo se susreli u samom pocˇetku,
financijskom imovinom se trzˇi u trenutcima t = 0, 1, ...,T , T ∈ N. Takoder, dat c´emo nesˇto
detaljnije informacije o familiji mjera neutralnih na rizik. U financijskoj literaturi takav
izraz se cˇesto uzima kao sinonim za martingalne mjere. Prije svega, podsjetimo se da ne
pretpostavljamo da je F0 trivijalna σ-algebra.
Prije glavnih rezultata ovog potpoglavlja navodimo lemu koja povezuje svojstvo mar-
tingalnosti i ekvivalentnih vjerojatnosnih mjera.
Neka su P i Q ekvivalentne vjerojatnosne mjere, te neka je ρ = (ρt) odgovarajuc´i proces
gustoc´e to jest martingal kojeg definiramo kao ρt := E[dQ/dP|Ft].
Lema 1.3.1. Slucˇajni proces M je Q-martingal ako i samo ako je ρM P-martingal.
Propozicija 1.3.2. Ako financijski model S˜ zadovoljava ne-arbitrazˇni uvjet te Q ∈ Me(S )





je proces gustoc´e vjerojatnosti Q, tada
proces Lt = ZtZ0 definira proces gustoc´e ekvivalentne mjere Q
′
takav da vrijedi dQ
′
dP = LT ,
Q
′ ∈ Me(S˜ ) i Q′ |F0 = P|F0 .
Dokaz. Slucˇajni proces S˜ je Q −martingal te je Z odgovarajuc´i proces gustoc´e pa iz pret-
hodne leme 1.3.1 slijedi da je S˜ Z P-martingal. Kako je Z0 > 0 i F0-izmjeriva slijedi da je
proces S˜ ZZ0 i dalje P-martingal. Sada je proces S˜ L P-martingal i LT > 0 pa nuzˇno slijedi da
je Q
′ ∈ Me(S˜ ). Q′ |F0 = P|F0 vrijedi jer je L0 = 1. 
Teorem 1.3.3. Neka je S˜ = (S˜ t)Tt=0 cjenovni proces. Tada su sljedec´e tvrdnje ekvivalentne:
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(i) Model trzˇisˇta S˜ ne dopusˇta arbitrazˇu.
(ii) Za svaki 0 ≤ t < T, jednoperiodni model (S˜ t, S˜ t+1) uz filtraciju (Ft,Ft+1) ne dopusˇta
arbitrazˇu.
Dokaz. Ocˇito (i) implicira (ii) jer u jednoperiodnom modelu postoji manji broj strategija
nego u visˇeperiodnom modelu. Stoga moramo dokazati da (ii) implicira (i). Ako pri-
mijenimo fundamentalni teorem na (S˜ t, S˜ t+1) slijedi da za svaki t postoji vjerojatnosna
mjera Qt na Ft+1 ekvivalentna s P. Stoga je proces (S˜ t, S˜ t+1) Qt-martingal, to jest vrijedi
EQt[S˜ t+1|Ft] = S˜ t. Prema propoziciji 1.3.2 vrijedi Qt|Ft = P|Ft . Neka je sada ft+1 = dQtdP ,
definiramo Lt = f1 · · · ft−1 · ft i L0 = 1. Ocˇito je (Lt)Tt=0 proces gustoc´e uz ekvivalentnu
mjeru Q definirane sa dQdP = LT . Sada se lagano pokazˇe da za svaki t = 0, 1, ...,T vrijedi
EQ[S˜ t+1|Ft] = S˜ t to jest Q ∈ Me(S ). Pronasˇli smo ekvivalentnu martingalnu mjeru iz cˇega
slijedi da model S˜ ne dopusˇta arbitrazˇu. 
Dat c´emo josˇ jedan pokazatelj zasˇto je jako mala razlika izmedu modela s jednim pe-
riodom i T -periodom. Kao u teoremu 1.3.3 definiran proces S˜ = (S˜ t)Tt=0, mozˇemo us-
porediti s jednoperiodnim procesom Ŝ = (Ŝ t)1t=0 koji je adaptiran s obzirom na filtraciju
(F̂0, F̂1) := (F0,FT ) na sljedec´i nacˇin: izaberemo bilo koju kolekciju ( f1, ..., fm) na konacˇno
dimenzionalnom linearnom prostoru K definiranim u (1.2.2) koja linearno razapinje pros-
tor K. Definiramo Rm-dimenzionalni proces Ŝ sa Ŝ 0 = 0, Ŝ 1 = ( f1, ..., fm). Takav proces Ŝ
ocˇito daje isti prostor K kao i S˜ . Dakle, familije ekvivalentnih martingalnih mjera za proces
S˜ i proces Ŝ se podudaraju pa i sve tvrdnje koje smo naveli za familiju ekvivalentnih mjera
za S˜ su iste za Ŝ . Posebno, S˜ i Ŝ daju iste ne-arbitrazˇne cijene financijskih izvedenica, sˇto
c´emo pokazati u sljedec´em odjeljku.
Ekonomski gledano prijelaz sa S˜ na proces Ŝ se cˇita kao: ako fiksiramo strategiju trgova-
nja H j koja daje vrijednost f j = (H j · S )T , na f j mozˇemo gledati kao na slucˇajni zahtjev
u vremenskom trenutku t = T koji se mozˇe kupiti po cijeni 0 u trenutku t = 0 te onda
primjenjivati pravilo trgovanja dano sa H j. Uzimanjem dovoljno mnogo takvih strategija
H j, u smislu da i odgovarajuc´i f j − ovi linearno razapinju prostor K, krajnja vrijednost
f = (H · S˜ )T bilo koje strategije trgovanja H mozˇemo prikazati kao linearnu kombinaciju
odgovarajuc´ih f j−ova. Ovim smo pokazali, kada je Ω konacˇan skup, kako s matematicˇkog
tako i sa ekonomskog gledisˇta, da se model sa T -periodom mozˇe na jednostavan nacˇin re-
ducirati na model s jednim periodom.
Slijedi potpoglavlje u kojem c´emo dati definiciju ne-arbitrazˇne cijene slucˇajnih zah-
tjeva te pokazati sˇto nacˇelo ne-arbitrazˇe na financijskom trzˇisˇtu podrazumijeva o moguc´im
cijenama slucˇajnog zahtjeva f .
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1.4 Ne-arbitrazˇna cijena slucˇajnog zahtjeva
Za dani slucˇajni zahtjev f ∈ L∞(Ω,F ,P), realni broj a je ne-arbitrazˇna cijena slucˇajnog
zahtjeva f , ako se ne stvara moguc´nost arbitrazˇe kada modelu financijskog trzˇisˇa S˜ do-
damo slucˇajni zahtjev f kao novu financijsku imovinu sa cijenom a. Dakle, prosˇirujemo
financijsko trzˇisˇte uvodenjem novog financijskog instrumenta koji se mozˇe kupiti/prodati
po cijeni a ∈ R u vremenskom trenutku t = 0 i donosi slucˇajni novcˇani tok (vrijednost)
f (ω) u trenutku t = T . Ne zahtjevamo nisˇta oko cijene tog financijskog instrumenta u
meduvremenu t = 1, 2, ...,T −1. Ako pogledamo vektor ( f −a) i linearan prostor generiran
sa K, prosˇirujemo K sa dostizˇnim zahtjevima i dobivamo prostor K f ,a. Cijena a mora biti
takva da arbitrazˇna moguc´nost ne postoji. Matematicˇki gledano to znacˇi da i dalje mora
vrijediti (NA) uvjet, to jest K f ,a ∩ L∞+ = {0}. Tada kazˇemo da je realan broj a ne-arbitrazˇna
cijena za slucˇajni zahtjev f .
Teorem 1.4.1. Pretpostavimo da model S˜ zadovoljava (NA) uvjet i neka je f ∈ L∞(Ω,F ,P)
slucˇajni zahjtev. Nadalje, definiramo:
pi↓( f ) = inf{EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )} (1.12)
pi↑( f ) = sup{EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )}. (1.13)
U slucˇaju kada je pi↓( f ) = pi↑( f ) tada je slucˇajni zahtjev f dostizˇan po cijeni pi( f ) :=
pi↓( f ) = pi↑( f ), to jest vrijedi f = pi( f ) + (H · S )T za neku strategiju trgovanja H ∈ H i pi( f )
je jedinstvena ne-arbitrazˇna cijena za f .
Ako je pi↓( f ) < pi↑( f ), u tom slucˇaju realan broj a je nearbitrazˇna cijena za f ako i samo
ako a lezˇi u otvorenom intervalu 〈pi↓( f ), pi↑( f )〉 = {EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )}.
Dokaz. U slucˇaj kada je pi↓( f ) = pi↑( f ) skup {EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )} je jednocˇlan i oznacˇimo
ga sa pi( f ) = EQ[ f ]. Ta jednakost ne ovisi o Q pa vrijedi za sve Q ∈ Me(S˜ ). Sada iz
korolara 1.2.13 slijedi tvrdnja f = pi( f ) + (H · S )T za neku strategiju trgovanja H ∈ H .
Prelazimo na dokaz u slucˇaju kada je pi↓( f ) < pi↑( f ).
Skup ekvivalentnih martingalnih mjeraMe(S˜ ) je konveksan to jest vrijedi: ako su Q1,Q2 ∈
Me(S˜ ) i λ ∈ [0, 1], tada je Q3 := λQ1 + (1 − λ)Q2 ∈ Me(S˜ ). Zbog EQ3[ f ] = λEQ1[ f ] +
(1 − λ)EQ2[ f ] slijedi da je skup {EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )} konveksan. Jasno je da je taj skup
omeden i neprazan, a neprazan, konveksan, omeden podskup odR je nuzˇno interval. Dakle,
preostaje dokazati da je to otvoren interval. Oznacˇimo taj skup sa I te tvrdimo da realan
broj a pripada intervalu I ako i samo ako je a ne-arbitrazˇna cijena za slucˇajni zahtjev f .
Zaista, ako pretpostavimo da je a ∈ I, tada postoji Q ∈ Me(S˜ ) tako da vrijedi a = EQ[ f ] to
jest EQ[ f − a] = 0 iz cˇega slijedi K f ,a ∩ L∞+ = {0} odnosno a je ne-arbitrazˇna cijena za f .
Obratno, ako pretpostavimo K f ,a ∩ L∞+ = {0} odnosno da je a ne-arbitrazˇna cijena za f tada
na isti nacˇin kao i u dokazu fundamentalnog teorema 1.2.8 mozˇemo pronac´i mjeru Q tako
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da vrijedi EQ[g] = 0 za sve g ∈ K f ,a i tako da je mjera Q ekvivalentna s P. Ovo, naravno,
implicira da je Q ∈ Me(S ) i a = EQ[ f ].
Josˇ trebamo dokazati da je I otvoren interval. Pretpostavimo da je a jednak desnoj granici
intervala I to jest a = pi↑( f ) i promatramo slucˇajni zahtjev f − pi↑( f ). pi↑( f ) je definiran kao
supremum skupa I pa vrijedi EQ[ f − pi↑( f )] ≤ 0, za sve Q ∈ Me(S ) te prema propoziciji
1.2.12 slijedi f − pi↑( f ) ∈ C. Dakle, mozˇemo pronac´i g ∈ K takav da je g ≥ f − pi↑( f ). Ako
je supremum iz (1.13) dostizˇan to jest ako postoji Q∗ ∈ Me(S ) tako da vrijedi EQ∗[ f ] =
pi↑( f ), tada imamo 0 = EQ∗[g] ≥ EQ∗[ f − pi↑( f )] = 0 iz cˇega slijedi, s obzirom da je Q∗
ekvivalentna sa P, f − pi↑( f ) ≡ g. Drugim rijecˇima, to znacˇi da je f dostizˇan po cijeni
pi↑( f ). Iz toga slijedi da je EQ[ f ] = pi↑( f ) za sve Q ∈ Me(S ) pa I sadrzˇi samo jedan cˇlan
{pi↑( f )}. Buduc´i da smo pretpostavili da je pi↓( f ) < pi↑( f ), pi↑( f ) ne mozˇe pripadati inervalu
I sˇto znacˇi da je I otvoren s desne strane.
Ako umjesto f promatramo − f dolazimo do analognog rezultata za lijevu granicu pi↓( f )
intervala I iz cˇega slijedi da je I otvoren interval I = 〈pi↓( f ), pi↑( f )〉. 
U teoremu smo zapravo sa I oznacˇili skup ne-arbitrazˇnih cijena za slucˇajni zahtjev f
i teorem nam kazˇe ako je slucˇajni zahtjev dostizˇan tada se taj skup sastoji od jednog ele-
menta i to je upravo jedinstvena ne-arbitrazˇna cijena za slucˇajni zahtjev f koja je jednaka
a = EQ[ f ], a ako slucˇajni zahtjev f nije dostizˇan tada je skup ne-arbitrazˇnih cijena otvoren
interval.
Za racˇunanje cijene slucˇajnog zahtjeva moramo znati samo ekvivalentnu martingalnu
mjeru Q. Vjerojatnost P, koja mozˇe biti objektivna to jest statisticˇki ustanovljena ili bilo
koja subjektivna vjerojatnost, potpuno je irelevantna za racˇunanje cijena slucˇajnih zahtjeva.
Dakle, cijena slucˇajnog zahtjeva jednaka je vrijednosti portfelja koji replicira taj slucˇajni
zahtjev.
Argumenti u dokazu prethodnog teorema mogu se preoblikovati kako bi se dobio dualni
teorem koji slijedi. Oni koji su upoznati sa teorijom dualnosti, tocˇnije, sa dualnim proble-
mom linearnog programiranja c´e lako prepoznati odnos primarnog i dualnog problema u
sljedec´em teoremu.
Teorem 1.4.2. (Super-replikacija) Pretpostavimo da S˜ zadovoljava (NA) uvjet. Tada, za
f ∈ L∞ vrijedi:
pi↑( f ) = sup{EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )}
= max{EQ[ f ]|Q ∈ Ma(S˜ )}
= min{a|posto ji k ∈ K, a + k ≥ f }.
Dokaz. U prethodnom dokazu smo pokazali da vrijedi f − pi↑( f ) ∈ C, pa slijedi:
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f = pi↑( f ) + g, za neki g ∈ C
= pi↑( f ) + k − h, za neki k ∈ K i h ∈ L∞+
≤ pi↑( f ) + k, za neki k ∈ K.
Ovim smo pokazali da vrijedi pi↑( f ) ≥ inf{a| postoji k ∈ K, a + k ≥ f }. Sada pretpostavimo
da je a < pi↑( f ). Pokazat c´emo da ne postoji k ∈ K za koji vrijedi a+k ≥ f iz cˇega c´e slijediti
da je pi↑( f ) = inf{a| postoji k ∈ K, a + k ≥ f }. Sˇtovisˇe, to znacˇi da je infimum zapravo
jednak minimumu. Kako je a < pi↑( f ) = sup{EQ[ f ]|Q ∈ Me(S˜ )}, postoji Q ∈ Me(S˜ )
tako da vrijedi EQ[ f ] > a. Ali iz ovoga slijedi da za sve k ∈ K (tada je EQ[k] = 0)
vrijedi EQ[a + k] = a < EQ[ f ] sˇto je u kontradikciji sa a + k ≥ f . Dakle, vrijedi pi↑( f ) =
min{a|posto ji k ∈ K, a + k ≥ f }.

Ekonomsko objasˇnjenje teorema je: da bi super-replicirali slucˇajni zahtjev f , to jest
pronasˇli a ∈ R i strategiju H ∈ H tako da vrijedi a + (H · S )T ≥ f , treba nam barem
pocˇetno ulaganje a u iznosu pi↑( f ).
Sada c´emo dati uvjetnu verziju spomenutog dualnog teorema koja nam omoguc´uje da
koristimo pocˇetna investiranja koja nisu konstantna i moguc´nost korisˇtenja informacija
koje su dostupna u trenutku t = 0, to jest sadrzˇane u σ-argebri F0. Od velike je vazˇnosti
kada σ-algebra F0 nije trivijalna.
Teorem 1.4.3. Pretpostavimo da S˜ zadovoljava (NA) uvjet. Oznacˇimo sMe(S˜ ,F0) familiju
ekvivalentnih martingalnih mjera Q ∈ Me(S˜ ) za koje vrijedi Q|F0 = P. Tada, za f ∈ L∞
vrijedi:
sup{EQ[ f |F0]|Q ∈ Me(S˜ ,F0)} = min{h|h je F0 − izm jeriva i posto ji g ∈ K t.d h + g ≥ f }.
Prije samog dokaza teorema napomenimo da su operacije sup i min uzete u pros-
toru L0(Ω,F0,P) F0-izmjerivih funkcija. Navedeni skupovi u teoremu su dobro defi-
nirani. Zaista, ako su dana EQ1[ f |F0] i EQ2[ f |F0], gdje su Q1,Q2 ∈ Me(S˜ ,F0), tada
postoji Q3 ∈ Me(S˜ ,F0) tako da vrijedi EQ3[ f |F0] = max{EQ1[ f |F0],EQ2[ f |F0]}. Kons-





B]. Zbog Q1,Q2 ∈ Me(S˜ ,F0), to jest Q1|F0 = Q2|F0 = P slijedi
da je tako definirana Q3 vjerojatnosna mjera i Q3 ∈ Me(S˜ ,F0). Takoder zadovoljava i
EQ3[ f |F0] = EQ1[ f |F0] ∨ EQ2[ f |F0].
Slicˇno, skup na desnoj strani u teoremu je stabilan za min operaciju. Neka su funkcije h1 i
h2 F0-izmjerive i g1, g2 ∈ K tako da vrijedi h1 + g1 ≥ f i h2 + g2 ≥ f . Za F0-izmjerivi skup
A = {h1 < h2}, definiramo h = h11A + h21Ac i g11A + g21Ac = g. Tako definirana funkcija h
je ocˇito F0-izmjeriva te je g ∈ K (zbog A ∈ F0). Sada je ocˇito da vrijedi h + g ≥ f .
Sada c´emo dokazati teorem 1.4.3:
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Dokaz. Ako je f ≤ h + g, gdje je h F0-izmjeriva i g ∈ K, tada za Q ∈ Me(S˜ ,F0) vrijedi
EQ[ f |F0] ≤ h + 0 = h (jer je g ∈ K pa vrijedi EQ[g|F0] = 0 ) iz cˇega slijedi:
a1 := sup{EQ[ f |F0]|Q ∈ Me(S˜ ,F0)}
≤ inf{h|h je F0 − izm jeriva, h + g ≥ f , za neki g ∈ K} =: a2.
Da bismo dokazali obrnutu nejednakost, pokazujemo da postoji g ∈ K takav da vrijedi
a1 + g ≥ f . Ako to ne vrijedi tada je (a1 + K) ⋂( f + L∞+ ) = ∅ te onda mozˇemo pronac´i,
primjenom teorema separacije hiperravinom, linearni funkcional ρ i ε > 0 tako da za svaki
g ∈ K i za svaki l ≥ 0 vrijedi ε + ρ(a1 + g) < ρ( f + l). Ovo implicira da je ρ ≥ 0 i
ρ(g) = 0 za sve g ∈ K. Mozˇemo normirati ρ pa to postaje vjerojatnosna mjera Q. Stoga,
dobili smo EQ[a1] + ε
′
< EQ[ f ] i Q ∈ Ma(S˜ ), gdje je ε′ > 0. Kako jeMe(S˜ ) gust skup
u Ma(S˜ ) mozˇemo malo preoblikovati Q tako da postane element skupa Me(S˜ ). I dalje
vrijedi EQ[a1] + ε < EQ[ f ], ali sada za mjeru Q ∈ Me(S˜ ). Definiramo sada Zt = dQdP |F0 i
Lt = ZtZ0 . Proces (Lt)
∞
t=0 definira mjeru Q
0 ∈ Me(S˜ ,F0) na nacˇin dQ0dP = LT . Sˇtovisˇe, vrijedi:
EQ0[ f |F0] = EP[ f LT |F0] =
EP[ f ZT |F0]
Z0
= EQ[ f |F0].
Prema tome je EQ[ f |F0] ≤ a1 iz cˇega slijedi EQ[ f ] ≤ EQ[a1] sˇto je kontradikcija sa izbo-
rom Q.
Dakle, postoji g ∈ K takav da vrijedi a1 + g ≥ f pa smo dokazali i obrnutu nejednakost.
Slijedi jednakost iz teorema koju smo htjeli dokazati. 
Korolar 1.4.4. Uz pretpostavke teorema 1.4.3 slijedi:
{EQ[ f |F0]|Q ∈ Me(S˜ )} = {EQ[ f |F0]|Q ∈ Me(S˜ ,F0)}.
Prema tome, za f ∈ L∞+ (Ω,F ,P), vrijedi
sup
Q∈Me(S˜ )
EQ[ f ] = ‖a1‖∞
gdje je a1 = sup{EQ[ f |F0]|Q ∈ Me(S˜ ,F0)}.
Dokaz. U dokazu teorema 1.3.3 i propozicije 1.3.2 pokazali smo da se svaka ekvivalentna
martingalna mjera Q ∈ Me(S˜ ) mozˇe prikazati kao dQdP = f0 dQ
0
dP , gdje je Q
0|F0 = P|F0 ,
Q0 ∈ Me(S˜ ,F0) i f0 je strogo pozitivna F0-izmjeriva te vrijedi EP[ f0] = 1. Inacˇe je f0
proizvoljna arbitrazˇa. Sada, za Q ∈ Me(S˜ ) imamo dQdP = f0 dQ
0
dP i stoga je
EQ[ f ] = EQ[EQ0[ f |F0]] ≤ EQ[a1] = EP[a1 f0],
iz cˇega slijedi nejednakost supQ∈Me(S˜ ) EQ[ f ] ≤ ‖a1‖∞.
Da bismo dokazali obrnutu nejednakost, pa tako i tvrdnju teorema, potrebne su nam josˇ
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neke dodatne aproksimacije. Prvo, za dani ε > 0, biramo slucˇajnu varijablu f0 za koju
vrijedi da je F0-izmjeriva, f0 > 0, EP[ f0] = 1 tako da vrijedi EP[ f0a1] ≥ ‖a1‖∞−ε. Za tako
definiran f0 mozˇemo pronac´i Q1 ∈ Me(S˜ ,F0) tako da vrijedi E[ f0(a1−EQ1[ f |F0])] ≤ ε. To
je moguc´e jer je familija {EQ[ f |F0]|Q ∈ Me(S ,F0)} resˇetka i jer se sve te funkcije nalaze
u L∞-kugli sa radijusom ‖ f ‖∞. Sada uzmimo mjeru Q0 definiranu sa dQ0dP = f0 dQ
1
dP . Ocˇito je
Q0 ∈ Me(S˜ ) i vrijedi:




= EP[ f0EQ1[ f |F0]] jer je Q1|F0 = P
≥ EP[ f0a1] − ε po izboru Q1
≥ ‖a1‖∞−2ε po izboru f0.
Slijedi supQ∈Me(S˜ ) EQ[ f ] ≥ ‖a1‖∞.
Time smo dokazali trazˇenu jednakost supQ∈Me(S˜ ) EQ[ f ] = ‖a1‖∞.

1.5 Izbor nume´raira
Nume´raire je financijska imovina s kojom mozˇemo, ali i ne moramo trgovati, a preko
njega su izrazˇene cijene svih ostalih imovina kojima se trguje. Dosadasˇnju analizu smo ra-
dili na diskontiranom modelu gdje smo izabrali jednu financijsku imovinu za trgovanje kao
nume´raire. Glavno pitanje je: kako se mijenjaju stvari kada prijedemo na novi nume´raire,
to jest kada uzmemo neku drugu, novu jedinicu kojom izrazˇavamo vrijednost imovine?
Naravno, ne-arbitrazˇna cijena bi trebala ostati ista jer arbitrazˇa kao pojam ne bi trebala
ovisiti da li trgujemo npr. u Eurima ili u dolarima. S druge strane, pokazat c´emo da mjera
Q neutralna na rizik ovisi o izboru nume´raira te kako promjena mjere neutralne na rizik
odgovara na promjenu nume´raira.
Analizirajmo situaciju u odgovarajuc´em stupnju opc´enitosti: model financijskog trzˇisˇta
S = (S0t , S
1




t=0 je definiran kao u (1.1.1). Podsjetimo se, za nume´raire smo uzeli 0-tu
financijsku imovinu S0, to jest presˇli smo od j-te financijske imovine u trenutku t, S
j
t , do
njezine diskontirane vrijednosti S˜ jt =
S jt
S 0t
, izrazˇenoj u jedinicama S 0t . To nas je dovelo do
uvodenja diskontiranog slucˇajnog procesa:











Prije iskazivanja glavnih teorema, prvo c´emo vidjeti koja sve imovina mozˇe biti uzeta kao
nume´raire. Glavni uvjet za nume´raire je da mora biti financijska imovina s kojom se mozˇe
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trgovati. Naravno, mozˇemo uzeti bilo koju imovinu 1, . . . , d, ali zˇelimo biti opc´enitiji te
uvesti tkz. ”kosˇare” novih nume´raira.
Stoga, (V˜t)Tt=0, gdje je V˜t diskontirana vrijednost portfelja u trenutku t, uzimamo za novi
nume´raire. Naravno, moramo pretpostaviti da je ta vrijednost strogo pozitivna u svakom
trenutku, V˜t > 0 za svaki t. Nadalje, pretpostavit c´emo da je V˜0 = 1, isto kako smo pretpos-
tavili za S 0. Dakle pocˇinjemo sa vrijednosnim procesom V˜ = 1 + (H0 · S˜ ) koji zadovoljava
V˜t > 0 za svaki t, gdje je H0 fiksni element odH . Primijetimo da su procesi V˜ i S˜ izrazˇeni
u jedinicama imovine S 0, to jest nasˇeg pocˇetnog izabranog nume´raira.
I dalje promatramo financijsko trzˇisˇe bez arbitrazˇe pa prema propiziciji 1.2.16 vrijedi
da prosˇireno trzˇisˇte
S˜ ext = (S˜ 1, S˜ 2, . . . , S˜ d, 1, V˜) (1.14)
takoder ne dopusˇta arbitrazˇu te vrijediMe(S˜ ) = Me(S˜ ext). U stvarnim vrijednostima, S˜ ext
je opisan kao slucˇajni proces:
S ext = (S˜ 1S 0, S˜ 2S 0, . . . , S˜ dS 0, S 0, V˜S 0).














Kako bih zadrzˇali simetricˇan zapis izostavit c´emo zadnju komponentu koja je jednaka 1
te koristiti d + 1-dimenzionalne procese kao strategije trgovanja. Takoder, u (1.14) c´emo
izostaviti 1 u S˜ ext. Ovo nam omoguc´uje da laksˇe prijedemo sa procesa S˜ ext na proces X.
Sljedec´a lema pokazuje, ekonomski poprilicˇno ocˇitu cˇinjenicu, da kada prelazimo sa S˜
na S˜ ext, prostor K slucˇajnih zahtjeva dostizˇni po cijeni 0 se ne mijenja.
Lema 1.5.1. Koristec´i gore navedene zapise vrijedi:
K(S˜ ext) ={(H · S˜ ext)T | gd je je H (d + 1) − dimenzionalni predvidivi proces}
= K(S˜ ) = {(H′ · S˜ )T | gd je je H′ d − dimenzionalni predvidivi proces}.
Dokaz. Slucˇajni proces S˜ ext smo dobili tako da smo proces S˜ prosˇirili sa V˜ koji je jednak
V˜ = 1 + (H0 · S˜ ). Primijetimo da je V˜ dan kao stohasticˇki integral procesa S˜ pa ocˇekujemo
da se prostor K nec´e promijeniti jer smo model prosˇirili sa V˜ .
Dovoljno je za neki 1-dimenzionalni predvidivi proces L pokazati da se kolicˇine Lt∆V˜t
nalaze u K(S˜ ). To nije tesˇko, vrijedi:
Lt∆V˜t = Lt(H0t ,∆S˜ t) = (LtH
0
t ,∆S˜ t).
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Iz definiciji prostora K(S˜ ), slijedi (LtH0,∆S˜ t) ∈ K(S˜ ). Ovim smo dokazali jednakost
K(S˜ ext) = K(S˜ ). 
Lema 1.5.2. Fiksiramo 0 ≤ t ≤ T i neka je slucˇajni zahtjev f ∈ K(S˜ ) = K(S˜ ext) Ft −
izm jeriv. Tada se proizvoljna slucˇajna varijabla fV˜t mozˇe prikazati u obliku
f ′
V˜T
, pri cˇemu je

























































. Dakle, ako za f ′ uzmemo f ′ = f ′′ + f slijedi tvrdnja. 




∣∣∣∣ f ∈ K(S˜ )}.
Dokaz. Imamo da je g ∈ K(X) = {(H ·X)T |H je (d+1)−dimenzionalni predvidivi proces}









t . Za, j = 1, . . . , d i t = 1, . . . ,T , vrijedi:
∆X jt = (X
j








































t − (H jt X jt−1)∆V˜t)
)
,
sˇto je u formi fV˜t za neki f ∈ K(S˜ ext) = K(S˜ ). Za j = d + 1 i t = 1, . . . ,T primijenjuje se isti
argument kao gore zamjenom S˜ jt i S˜
j
t−1 sa 1.
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Prema lemi 1.5.2 vrijedi fV˜t =
f ′
V˜T
, za neki f ′ ∈ K(S˜ ). To pokazuje inkluziju K(X) ⊂ 1V˜T K(S˜ ).
Obrnuta inkluzija c´e vrijediti zbog simetrije. Naime, na financijskom trzˇisˇtu, ali sada sa
modelom X mozˇemo izabrati Wt = 1V˜t za nume´raire. Sada prijelaz sa X na model S˜
ext
je napravljen uz korisˇtenje W kao novog nume´raire. Inkluziju koju smo upravo dokazali
povisˇe daje:
K(S˜ ) ⊂ 1
WT
K(X) = V˜T K(X).
Time smo dokazali da vrijedi jednakost K(S˜ ) = V˜T K(X) sˇto se i trazˇilo.

Teorem 1.5.4. (Promjena nume´raira) Neka model S˜ na financijskom trzˇisˇtu zadovoljava
(NA) uvjet, neka je dan slucˇajni proces V˜ = 1 + H0S˜ takav da vrijedi V˜t > 0 za svaki
t = 0, 1, . . . ,T te neka je dan slucˇajni proces X =
(
S˜ 1






. Tada model X takoder
zadovoljava (NA) uvjet i mjera Q se nalazi u familiji svih ekvivalentnih martingalnih mjera
za proces S˜ ako i samo ako mjera Q′ definirana kao dQ′ = V˜T dQ pripada familiji svih
ekvivalentnih martingalnih mjera s obzirom na X;Me(X).
Dokaz. Model S˜ na financijskom trzˇisˇtu zadovoljava (NA) uvjet pa vrijedi
K(S˜ )
⋂
L0+(Ω,F ,P) = ∅. U propoziciji 1.5.3 smo dokazali da vrijedi
K(X) = 1V˜T K(S˜ ) iz cˇega slijedi K(X)
⋂
L0+(Ω,F ,P) = ∅. Time smo dokazali da i X zado-
voljava (NA) uvjet.
Nadalje, prema propoziciji 1.2.12, ekvivalentna vjerojatnosna mjera Q pripada skupuMe(S˜ )




] = 0, za sve f ∈ K(S˜ ),
sˇto je ekvivalentno s EQ[V˜T g] = 0, za sve g ∈ K(X). Sada, za vjerojatnosnu mjeru Q′
















Dakle, EQ[V˜T g] = 0, za sve g ∈ K(X) ako i samo ako EQ′[g] = 0, za sve g ∈ K(X), a
to vrijedi ako i samo ako je vjerojatnosna mjera Q′ definirana kao dQ′ = V˜T dQ iz skupa
Me(X).

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1.6 Kramkovljev teorem o opcionalnoj dekompoziciji
Slijedi teorem kojeg je u mnogo opc´enitijim uvjetima dokazao D.Kramkov te je teorem
slozˇenija verzija teorema 1.4.2.
Da bismo objasnili terminologiju ”opcionalna dekompozicija”, usporedit c´emo teorem
sa poznatom Doobovom dekompozicijom za nenegativne supermartingale V = (Vt)Tt=0:
neka je (Ω,F ,P) vjerojatnosni prostore te neka je slucˇajni proces V = (Vt)Tt=0 nenegativan
i adaptiran u odnosu na filtraciju F = (Ft)Tt=0. Tada su sljedec´e dvije tvrdnje ekvivalentne:
(i) V je supermartingal (preciznije (F,P)-supermartingal)
(ii) proces V se mozˇe na jedinstveni nacˇin zapisati u obliku V = V0 + M − C, gdje je M
lokalni martingal (s obziron na P) i C je rastuc´i predvidivi proces sˇto znacˇi da vrijedi
C0 ≤ C1 ≤ · · · ≤ CT g.s, Ct je Ft−1-izmjeriv za sve 1 ≤ t ≤ T te vrijedi M0 = C0 = 0.
Teorem 1.6.1. (Opcionalna dekompozicija) Pretpostavimo da model S˜ zadovoljava (NA)
uvjet te neka je V = (Vt)Tt=0 adaptirani slucˇajni proces. Sljedec´e tvrdnje su ekvivalentne:
(i) V je supermartingal za sve Q ∈ Me(S˜ )
(ii) V je supermartingal za sve Q ∈ Ma(S˜ )
(iii) proces V se mozˇe zapisati u obliku V = V0 + H · S˜ − C, gdje je H ∈ H i C = (Ct)Tt=0
je rastuc´i adaptirani proces s C0 = 0.
Prije dokaza teorema usporedimo ova dva navedena teorema. Postoje slicˇnosti, ali i
znacˇajne razlike izmedu njih. Ako usporedimo uvjet (i), u okruzˇenju teorema opcionalne
dekompozicije supermartingalno svojstvo se odnosi na sve martingalne mjere Q za proces
S˜ dok se u Doobovoj dekompoziciji odnosi na opc´u mjeru P. Prema uvjetu (ii), uloga lo-
kalnog martingala M u Doobovoj dekompoziciji je dana sa stohasticˇkim integralom H · S˜ .
Glavna razlika je ta da u teoremu 1.6.1 dekompozicija supermartingala nije visˇe jedins-
tvena kao sˇto je u Doobovoj dekompoziciji i ne mozˇe se pronac´i, u cijelosti, proces C takav
da bude predvidiv. Proces C se mozˇe pronac´i samo tako da bude opcionalan sˇto je u nasˇem
dosadasˇnjem okruzˇenju isto sˇto i adaptirani proces.
Ekonomska interpretacija teorema 1.6.1: proces V u obliku V = V0 + H · S −C opisuje
bogatstvo/vrijednost koju ostvaruje investitor. Pocˇetna vrijednost je V0, zatim investira-
njem na financijskom trzˇisˇtu uz strategiju trgovanja H i konzumiranjem/trosˇec´i kao sˇto je
opisano procesom C, gdje slucˇajna varijabla Ct opisuje ukupnu potrosˇnju tijekom perioda
{1, . . . , t}, investitor ostvaruje vrijednost Vt u trenutku t. Poruka teorema je ta da su takvi
vrijednosni procesi opisani uvjetom (i), ili, ekvivalentno uvjetom (ii)
Sada, dokazˇimo teorem 1.6.1.
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Dokaz. Prvo pogledajmo slucˇaj kada je T = 1, to jest S˜ = (S˜ 0, S˜ 1) jednoperiodni model.
U tom slucˇaju, ovaj teorem je samo reformulacija teorema 1.4.2: ako je V supermartingal
za sve Q ∈ Me(S˜ ), tada vrijedi (po definiciji supermartingala)
EQ[V1 − V0] ≤ 0, za sve Q ∈ Me(S˜ ).
Iz toga slijedi da postoji predvidiva strategija trgovanja H, to jest F0-izmjeriva funkcija s
vrijednostima u Rd (u slucˇaju kada je T = 1) takva da vrijedi (H · S˜ )1 ≥ V1 − V0. Ako
definiramo C0 = 0 i ∆C1 = C1 −C0 = C1 = −V1 + (V0 + (H · S˜ )1) dobit c´emo zˇeljeni rastav
supermartingala. Vrijedi V1 = V0 + (H · S˜ )1 −C1 i time smo zavrsˇili konstrukciju u slucˇaju
kada je T = 1.
Opc´enito za T > 1 mozˇemo primijeniti, za svaki fiksirani t ∈ {1, . . . ,T }, isti postupak kao
i gore za financijsko trzˇisˇte s jednim periodom (S t−1, S t) definiranim na vjerojatnosnom
prostoru (Ω,F ,P) i adaptiranim s obzirom na filtraciju (Ft−1,Ft). U tom slucˇaju, postoji
Ft−1-izmjeriva funkcija s vrijednostima u Rd i nenegativna Ft-izmjeriva funkcija ∆Ct tako
da vrijedi:
∆Vt = (Ht,∆S t) − ∆Ct.
Trazˇeni zapis procesa V c´emo dobiti tako da definiramo predvidivi proces H sa dobive-
nim slucˇajnim varijablama (Ht)Tt=1 i rastuc´i, adaptirani proces C sa Ct =
∑t
u=1 ∆Cu. Dobili
smo da za svaki t vrijedi Vt = V0 + (H · S˜ )t − Ct, C0 = 0 te smo time dokazali implikaciju
(i)⇒ (iii).
Dokaz (iii) ⇒ (i). Zˇelimo dokazati da je V supermartingal, to jest da vrijedi: za sve
t = 0, . . . ,T
EQ[Vt|Ft−1] = Vt.
Racˇunamo:
EQ[Vt|Ft−1] = EQ[V0+(H ·S˜ )t−Ct|Ft−1] = V0+EQ[(H ·S˜ )t−Ct|Ft−1] ≤ V0+(H ·S˜ )t−1−Ct−1 =
Vt−1, jer je proces (H · S˜ ) Q-martingal, a nejednakost slijedi jer je C rastuc´i adaptirani
proces. 
Poglavlje 2
Maksimizacija korisnosti na konacˇnim
vjerojatnosnim prostorima
Do sada smo opisali modele S˜ na financijskom trzˇisˇtu. U ovom poglavlju c´emo, uz model
S˜ na financijskom trzˇisˇtu, promatrati funkciju U(x) koja opisuje korisnost agentovog bo-
gatstva x u krajnjem vremenskom trenutku T .
Za pocˇetak uvodimo neke osnovne pretpostavke za funkciju U(x): U : R→ R ∪ {−∞}
je rastuc´a na skupu realnih brojeva, neprekidna na {U > −∞}, diferencijabila i strogo
konkavna u unutrasˇnjosti {U > −∞}. Pretpostavljamo josˇ da granicˇna/marginalna korisnost




Ponasˇanje (granicˇne/marginalne) korisnosti promatrat c´emo u dva slucˇaja, ovisno o vri-
jedosti bogatstva.
1.SLUCˇAJ (Negativne vrijednosti bogatstva nisu dozvoljene): u ovom slucˇaju pretpos-
tavljamo da funkcija U zadovoljava uvjete U(x) = −∞, za x < 0, dok je U(x) > −∞, za




2.SLUCˇAJ (Negativne vrijednosti bogatstva su dozvoljene): u ovom slucˇaju pretpos-





POGLAVLJE 2. MAKSIMIZACIJA KORISNOSTI NA KONACˇNIM
VJEROJATNOSNIM PROSTORIMA 31
Karakteristicˇni primjeri funkcije U za 1.slucˇaj su:





, α ∈ (−∞, 1)\{0}, x > 0,
dok je za 2.slucˇaj
U(x) = −eγx, γ > 0, x ∈ R.
Primijetimo da je sa ekonomskog gledisˇta prirodno zahtijevati da granicˇna korisnost
tezˇi prema nuli kada bogatstvo x tezˇi prema beskonacˇnosti i da korisnost tezˇi prema be-
skonacˇnosti kada bogatstvo x tezˇi prema infimumu svojih dopusˇtenih vrijednosti. Infimum
dopusˇtenih vrijednosti odnosno domene {U > −∞} od U mozˇe biti konacˇan ili jednak −∞.
U prethodnom slucˇaju smo bez smanjenja opc´enitosti pretpostavili da je taj infimum jednak
nuli.
U ostatku poglavlja c´emo precizno objasniti problem maksimizacije ocˇekivane koris-




E[U(x + (H · S˜ )T )], x ∈ dom(U), (2.1)
pri cˇemu je H iz skupa svih strategija trgovanjaH .
Funkcija vrijednosti u(x) se naziva indirektna funkcija korisnosti. Ekonomski govorec´i ona
oznacˇava ocˇekivanu korisnost bogatstva ekonomskog agenta u vremenskom trenutku T za
dani pocˇetni ulog (pocˇetnu investiciju) x pod uvjetom da optimalno investira u financijski
model S˜ .
Problem pronalazˇenja, uz dani pocˇetni ulog x, optimalne strategije trgovanja Ĥ(x) ∈ H iz
(2.1) se mozˇe promatrati kroz dva slucˇaja: u slucˇaju kada imamo potpuni model trzˇisˇta S˜
bez arbitrazˇe te u mnogo opc´enitijem slucˇaju kada je model trzˇisˇta S˜ bez arbitrazˇe ali nije
nuzˇno potpuni. U ovom radu c´emo objasniti samo slucˇaj s potpunim modelom trzˇisˇta bez
arbitrazˇe.
2.1 Potpuni model trzˇisˇta
Podsjetimo se da je model trzˇisˇta bez arbitrazˇe potpun ako i samo ako postoji jedinstvena
ekvivalentna martingalna mjera. Stoga, pretpostavimo da je skup Me(S˜ ) ekvivalentnih
martingalnih mjera za koje je S˜ martingal jednocˇlan skup {Q}. U ovom slucˇaju proma-
tramo Arrow-Debreu imovine 1{ωn} koje iznose jednu jedinicu nume´raira u vremenskom
trenutku T kada je ωn stvarno stanje svijeta, a nula kada nije. U pogledu nasˇe normalizacije
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nume´raira S˜ 0t = 1, dobivamo sljedec´u vezu cijena Arrow-Debreu imovine u vremenskom
trenutku t = 0:
EQ[1{ωn}] = Q[ωn] =: qn.
Prema korolaru 1.2.15 svaka takva imovina 1{ωn} se mozˇe zapisati kao 1{ωn} = Q[ωn] + (Hn ·
S˜ )T , za neku predvidivu strategiju trgovanja Hn ∈ H .
Prema tome, za fiksni pocˇetni ulog x ∈ dom(U), problem maksimizacije korisnosti









qnξn ≤ x. (2.3)
Kako bismo pokazali da su (2.2) i (2.3) zaista ekvivalentni pocˇetnom problemu (2.1)
primijetimo da se prema teoremu 1.4.2 slucˇajna varijabla (XT (ωn))Nn=1 = (ξn)
N
n=1 mozˇe pri-
kazati kao slucˇajna varijabla u formi x + (H · S˜ )T = x + ∑Tt=1 Ht∆S˜ t ako i samo ako vrijedi
EQ[XT ] =
∑N
n=1 qnξn ≤ x. Relacija izmedu ove dvije slucˇajne varijable ima posebno jasno
tumacˇenje kao qn je jednostavno cijena imovine 1{ωn}.
Pisˇemo ξn za (XT (ωn)) kako bismo naglasili da se problem (2.2) jednostavno svodi na
problem konkavne maksimizacije u RN-u s jednim linearnim ogranicˇenjem koji je prilicˇno
elementarni problem. Da bismo ga rijesˇili, definiramo Lagrangeovu funkciju:














U(ξn) − y qnpn ξn
)
+ yx. (2.5)
Lagrangeov multiplikator se opc´enito oznacˇava sa λ ≥ 0, ali u ovom slucˇaju smo ga
oznacˇili sa slovom y ≥ 0 kako bi naglasili dualnu vezu izmedu velicˇina x i y koja c´e se
pojaviti u nastavku.
Definiramo
Φ(ξ1, . . . , ξN) = inf
y>0




L(ξ1, . . . , ξN , y), y ≥ 0. (2.7)











pnU(ξn) = u(x). (2.8)
Zaista, ako je (ξ1, . . . , ξN) u dopusˇtenoj okolini
∑N
n=1 qnξn ≤ x tada je




Obratno, ako (ξ1, . . . , ξN) zadovoljava nejednakost
∑N
n=1 qnξn > x, tada pusˇtanjem y −→ ∞
u jednakosti (2.6) dobivamo Φ(ξ1, . . . , ξN) = −∞.
Sada, analizirajmo funkciju Ψ(y). Koristec´i Lagrangeovu formu oznacˇenu sa (2.4) i
fiksni y > 0, optimizacijski problem u RN-u koji se pojavljuje u (2.7) se mozˇe rastaviti na
N nezavisnih problema optimizacije u R-u
U(ξn) − y qnpn ξn −→ max!, ξn ∈ R.
Zapravo, jednodimenzionalni optimizacijski problemi koji se pojavljuju povisˇe su u
jako prikladnom zapisu: napomenimo da za konkavnu funkciju U(x) : R 7→ R ∪ {−∞}
konjugirana funkcija V funkcije U (koja je zapravo Legendreova transformacija od x 7→
−U(−x)) je definirana kao
V(η) = sup
ξ∈R
[U(ξ) − ηξ], η > 0. (2.9)
Slijedi definicija konjugirane (dualne) funkcije te propozicija koja c´e nam bit potrebna
kako bi izracˇunali funkciju Ψ(y).
Definicija 2.1.1. Kazˇemo da funkcija V : R → R, konjugirana (dualna) funkcija funkcije
U, zadovoljava uobicˇajene pretpostavke regularnosti, ako funkcija V poprima konacˇne
vrijednosti te je diferencijabilna, strogo konveksna na intervalu [0,∞〉 i zadovoljava
V ′(0) := lim
y↘0
V ′(y) = −∞. (2.10)












V(y) = ∞ i lim
y↘0
V ′(y) = ∞. (2.12)
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Propozicija 2.1.2. Ako funkcija U zadovoljava pretpostavke navedene na pocˇetku ovog
poglavlja, tada njezina konjugirana (dualna) funkcija V zadovoljava inverznu formulu
U(ξ) = inf
η
[V(η) + ηξ], ξ ∈ dom(U) (2.13)
te takoder zadovoljava pretpostavke regularnosti iz definicije 2.1.1. Nadalje, −V ′(y) je
inverzna funkcija od U′(x).
Obratno, ako funkcija V zadovoljava pretpostavke regularnosti iz definicije 2.1.1, tada
i funkcija U definirana sa (2.13) zadovoljava pretpostavke regularnosti sa pocˇetka ovog
poglavlja.
Pisˇemo −V ′ = I, gdje smo sa I oznacˇili ”inverz” funkcije. Tada prema propoziciji 2.1.2
vrijedi I = (U′)−1. U′ ima ekonomsku interpretaciju kao granicˇna korisnost investitora
dobivena pomoc´u funkcije korisnosti U.
Evo nekih konkretnih primjera za parove konjugiranih funkcija:
U(x) = ln(x), x > 0, V(y) = − ln(y) − 1,
U(x) = − exp−γx
γ
, x ∈ R, V(y) = y
γ








α−1 , α ∈ 〈−∞, 1〉\{0}.
Sada kada smo naveli sve potrebne cˇinjenice o Legendreovim transformacijama mozˇemo
izracˇunati Ψ(y). Koristec´i definiciju (2.9) i (2.4), jednakost (2.7) postaje:
Ψ(y) = sup
ξ1,...,ξN

























































, y > 0. (2.14)
POGLAVLJE 2. MAKSIMIZACIJA KORISNOSTI NA KONACˇNIM
VJEROJATNOSNIM PROSTORIMA 35
Definirana funkcija v ima ista kvalitativna svojstva kao i funkcija V iz definicije 2.1.1 jer je
konveksna kombinacija od V izracˇunata za linearno skalirane argumente. Stoga, pomoc´u
(2.10), (2.11) i (2.12) nalazimo, za fiksni x ∈ dom(U), jedinstveni yˆ = yˆ(x) > 0 takav da









+ yx = min!
Sada, fiksiranjem kriticˇne tocˇke yˆ(x), konkavna funkcija
(ξ1, . . . , ξN) 7→ L(ξ1, . . . , ξN , yˆ(x))
















(v(y) + xy) (2.15)
= v(yˆ(x)) + xyˆ(x) (2.16)
= L(ξˆ1, . . . , ξˆN , yˆ(x)). (2.17)
Primijetimo da je ξˆn, za 1 ≤ n ≤ N, u unutrasˇnjosti domene funkcije U pa je funkcija
L neprekidno diferencijabilana u tocˇki (ξˆ1, . . . , ξˆN , yˆ(x)) sˇto implicira da se gradijent od L
gubi u (ξˆ1, . . . , ξˆN , yˆ(x)) i vrijedi ∂∂y L(ξ1, . . . , ξN , y)|(ξˆ1,...,ξˆN ,yˆ(x)) = 0. Stoga, iz (2.4) i yˆ(x) > 0
zakljucˇujemo da je ogranicˇenje iz (2.3) nuzˇno, odnosno vrijedi
N∑
n=1




pnU(ξˆn) = L(ξˆ1, . . . , ξˆN , yˆ(x)). (2.19)
Nadalje, nejednakost u(x) ≥ ∑Nn=1 pnU(ξˆn) slijedi iz (2.18) i (2.8) dok obrnuta nejednakost
slijedi iz (2.19) i cˇinjenice da za sve ξ1, . . . , ξN koji zadovoljavaju ogranicˇenje (2.3) vrijedi
N∑
n=1
pnU(ξn) ≤ L(ξ1, . . . , ξN , yˆ(x)) ≤ L(ξˆ1, . . . , ξˆN , yˆ(x)).
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Za optimalno rjesˇenje XˆT (x)(ωn) = ξˆn, n = 1, . . . ,N, pisat c´emo samo XˆT (x) ∈ C(x).
Kombiniranjem formula (2.15), (2.19) i (2.20) primijetimo da su funkcije vrijednosti u
i v konjugirane funkcije:
inf
y>0
(v(y) + xy) = v(yˆ(x)) + xyˆ(x) = u(x), x ∈ dom(U).
Prema tome, jednakost v′(yˆ(x)) = −x, koju smo koristili da bi definirali yˆ(x), se trans-
latira u
u′(x) = yˆ(x), za x ∈ dom(U).
Iz propozicije 2.1.2 i napomene nakon jednakosti (2.14) zakljucˇujemo da funkcija u nasljeduje
sva svojstva od funkcije U koja smo naveli na pocˇetku ovog poglavlja.
Slijedi teorem koji sumira sve sˇto smo do sada iskazali te dokazali.
Teorem 2.1.3. Neka je model financijskog trzˇisˇta (S˜ t)Tt=0 definiran na konacˇnom filtrira-
nom vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , (F )Tt=0,P) i pretpostavimo da jeMe(S˜ ) = {Q}. Neka
funkcija korisnosti U zadovoljava dosadasˇnje (napisane povisˇe) pretpostavke.
Oznacˇimo sa u(x) i v(y) funkcije vrijednosti
u(x) = sup
XT∈C(x)









, y > 0. (2.22)
Tada vrijedi:
(i) Funkcije vrijednosti u(x) i v(y) su konjugirane (dualne) funkcije i funkcija u nasljeduje
svojstva od funkcije U koja su navedena na pocˇetku ovog poglavlja.
(ii) Optimalno rjesˇenje XˆT (x) problema (2.21) postoji, jedinstveno je i zadovoljava






, ili, ekvivalentno, y
dQ
dP
= U′(XˆT (x)), (2.23)
gdje su x ∈ dom(U) i y > 0 u relaciji u′(x) = y ili, ekvivalentno, x = −v′(y).
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(iii) Vrijede sljedec´e formule za u′ i v′:

























Dokaz. Tvrdnje (i) i (ii) smo vec´ dokazali u tekstu prije teorema. Stoga, ostaje nam samo



















Formula za v′ iz (2.25) je ocˇito reformulacija formule (2.24). Navodimo obe tvrdnje da bi
naglasili njihovu simetriju s formulama za u′(x).






















sˇto smo upravo provjerili da vrijedi. 
Napomena 2.1.4. Ponovimo ekonomsku interpretaciju od (2.23)
U′(XˆT (x)(ωn) = y
qn
pn
, n = 1, . . . ,N.
Iz ove jednakosti slijedi da u svakom moguc´em stanju svijeta ωn, granicˇna korisnost
U′(XˆT (x)(ωn) bogatstva optimalnog investitora u vremenskom trenutku T je proporcionalna
omjeru cijene qn odgovarajuc´e Arrow imovine 1{ωn} i vjerojatnosti dogadaja pn = P[ωn].
Teorem 2.1.3 daje laksˇi nacˇin rjesˇavanja problema maksimizacije korisnosti: izracˇunamo
v(y) pomoc´u formule (2.22), sˇto se svodi na jednostavan jednodimenzionalan racˇun. Kada
smo izracˇunali v(y), teorem daje jednostavne formule pomoc´u kojih mozˇemo izracˇunati
ostale potrebne velicˇine kao sˇto su XˆT (x), u(x), u′(x) i tako dalje.
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Josˇ jedna vazˇna poruka teorema 2.1.3 je da se funkcija vrijednosti x 7→ u(x) mozˇe
takoder promatrati kao funkcija korisnosti koja ima sve kvalitativne osobine kao i origi-
nalna funkcija korisnosti U. Ova tvrdnja ima i ekonomskog smisla: indirektna funkcija
korisnosti u(x) oznacˇava ocˇekivanu korisnost investitora sa pocˇetnim ulogom u iznosu x,
kada investitor optimalno ulazˇe na financijskom trzˇisˇtu S˜ .
Slijedi vrlo jednostavan primjer u kojem c´emo primijeniti rezultate koje smo dobili i
pojasnili u ovom poglavlju.
Primjer 2.1.5. Financijski model je jednoperiodni, T = 1, i sastoji se od dvije imovine .
Vjerojatnosna mjera P zadovoljava P[g] = P[b] = 12 , gdje g i b oznacˇavaju dva moguc´a
stanja svijeta, dakle Ω = {g, b}. Neka je
S 00 = 1 S
1
0 = 1 + r
S 10 = 1 S
1
1[g] = 1 + u S
1
1[b] = 1 + d,
gdje je r > −1 bezrizicˇna kamatna stopa i u > r oznacˇava porast cijena, a −1 < d < r
oznacˇava pad cijena.
Teoriju smo radili na diskontiranim vrijednostima pa prvo svodimo model na diskontirane
vrijednosti:
S˜ 00 = 1 S˜
0
1 = 1
S˜ 10 = 1 S˜
1
1(g) = 1 + u˜ S˜
1
1(b) = 1 + d˜, gdje je 1 + u˜ =
1+u
1+r > 1 i 1 + d˜ =
1+d
1+r < 1.
Bez smanjenja opc´enitosti, pretpostavljamo da je u˜ ≥ −d˜. Time smo osigurali da vri-
jedi EP[S˜ 11] ≥ S˜ 10, tako da optimalni portfelj kojeg zˇelimo izracˇunati uvijek ima dugu/long
poziciju imovine S˜ 1. U suprotnom, za u˜ < −d˜ bismo dobili analogni rezultat, ali bismo bili
kratki/short za tu imovinu.
Sada zˇelimo izracˇunati ekvivalentnu martingalnu mjeru Q te ako je ona jedinstvena
model trzˇisˇta je potpun. Q je ekvivalentna martingalna mjera ako vrijedi Q ≈ P i ako su
u odnosu na nju diskontirane cijene financijskih imovina martingalni, to jest ako vrijedi
EQ[S˜ it+1] = S˜
i
t. U nasˇem slucˇaju mora vrijediti:
(1 + u˜)Q[g] + (1 + d˜)Q[b] = 1
Q[g] + Q[b] = 1.
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Kada raspisˇemo ovaj jednostavan sustav od dvije jednadzˇbe s dvije nepoznanice dobit
c´emo
q := Q[g] =
−d˜
u˜ − d˜ =
r − d
u − d ,
1 − q := Q[b] = u˜
u˜ − d˜ =
u − r
u − d .
Dakle, pronasˇli smo jedinstvenu ekvivalentnu martingalnu mjeru Q iz cˇega slijedi da je
model trzˇisˇta potpun pa mozˇemo primijeniti tvrdnje iz teorema 2.1.3.




za α ∈ 〈−∞, 1〉\{0}.




, gd je β =
α
α − 1 .
Za fiksni pocˇetni ulog x > 0, zˇelimo rijesˇiti problem maksimizacije funkcije korisnosti (2.1)
pomoc´u teorije dulanosti koju smo do sada razvili. Iako je model jako jednostavan, primjer
je ilustrativan i poucˇan.

































(2q)β + (2(1 − q))β
]
= V(y)cV ,
gdje je cV = 12
[
(2q)β + (2(1 − q))β
]
.
Da bismo izracˇunali primarnu funkciju u(x) koristimo cˇinjenicu da su funkcije u i v
medusobno konjugirane i svojstvo konjugiranih funkcija koje glasi da uz danu konstantu
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c > 0 i dvi konjugirane funkcije U(x) i V(y), funkcija cU(
x
c












= c1−αV U(x) = cUU(x), (2.26)
gdje je
cU = c1−αV =
(1
2
((2q)β + (2(1 − q))β)
)1−α
. (2.27)
Za fiksni x > 0, kriticˇna vrijednost Lagrangeovog multiplikatora iznosi yˆ(x) = u′(x) =
cUU′(x) i racˇunamo
































= xc−1V (2(1 − q))
1
α−1 .
Provjerimo josˇ da se Xˆ1(x), zaista, mozˇe eksplicitno prikazati u formi
Xˆ1(x) = x + hˆ∆S˜ 11, (2.28)
za neki hˆ ∈ R, ili, ekvivalentno, da vrijedi EQ[X1(x)] = x. Racˇunamo
EQ[Xˆ1(x)] = Xˆ1(x)[g]q + Xˆ1(x)[b](1 − q)
= xc−1V (2q)
1
α−1 q + xc−1V (2(1 − q))
1







α−1 + (2(1 − q)) αα−1













α−1 + (2(1 − q)) αα−1
)]
= x.
Preostaje nam josˇ eksplicitno izracˇunati optimalnu strategiju hˆ pomoc´u formule (2.28). Na




α−1 . Kada to uvrstimo u (2.28)
dobivamo x + hˆu˜ = xc−1V (2q)
1
















Dakle, izracˇunali smo optimalnu funkciju isplate Xˆ1(x) i optimalnu strategiju hˆ za koju je
funkcija korisnosti investitora maksimalna.
Za kraj, analizirajmo jos specijalni slucˇaj kada je α = 12 (tada je β =
α
α−1 = −1 i
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U ovom radu opisujemo razne financijske modele na konacˇnim vjerojatnosnim prosto-
rima koji se sastoje od d + 1 financijske imovine te se tom imovinom trzˇi u diskretnom
vremenu. Pretpostavka da je prostor elementarnih dogadaja Ω konacˇan implicira da su
svi prostori Lp(Ω,F ,P) konacˇnodimenzionalni sˇto znacˇi da se cijela funkcionalna ana-
liza svodi na linearnu algebru. Model promatramo kao slucˇajni proces, oznacˇavamo ga sa
S , buduc´i da su cijene financijskih imovina neizvjesne i slucˇajne pa ih modeliramo kao
slucˇajne varijable. Prvo, uvodimo definiciju financijskog modela u ne nuzˇno diskontiranim
vrijednostima. Zatim, zbog vremenske vrijednosti novca, stvarne vrijednosti financijskih
imovina svodimo na njihove diskontirane vrijednosti (vrijednosti svedene na sadasˇnju vri-
jednost) koristec´i 0-tu financijsku imovinu kao nume´raire te cˇitavu teoriju razvijamo na
diskontiranim modelima. Takoder, pretpostavljamo, radi jednostavnosti, da se trguje bez
transakcijskih trosˇkova iako u stvarnom svijetu to ne vrijedi.
Pojam arbitrazˇe je jako vazˇan pojam u modernoj teoriji financija. Na stvarnom finan-
cijskom trzˇisˇtu tesˇko je, gotovo i nemoguc´e, pronac´i moguc´nost arbitrazˇe, to jest ostvariti
profit bez rizika sa 0-net investicijom te iz tog razloga u radu modeliramo matematicˇki
model na financijskom trzˇisˇtu koji ne dopusˇta moguc´nost arbitrazˇe. Glavni rezultat ovog
rada je uspostavljena veza izmedu ne-arbitrazˇnih argumenata i martingalne teorije. Taj re-
zultat je poznat kao Fundamentalni teorem odredivanja cijene imovine koji kazˇe da model
financijskog trzˇisˇta ne dopusˇta arbitrazˇu ako i samo ako su diskontirane cijene martingali s
obzirom na ekvivalentnu vjerojatnosnu mjeru. Takoder, teorem nam ukazuje sˇto princip ne-
arbitrazˇe govori o moguc´im cijenama slucˇajnog zahtjeva. Nadalje, opisujemo vezu izmedu
jednoperiodnog modela bez arbitrazˇe i visˇeperiodnog modela bez arbitrazˇe te kako je jako
mala razlika izmedu ta dva modela. Nakon sˇto smo opisali osnove tehnike za odredivanje
cijene i zasˇtite (hedge) vrijednosnih papira, pokazujemo koja se sve financijska imovina
mozˇe uzeti kao nume´raire imovina. Za kraj prvog poglavlje usporedujemo Kramkovljev
teorem o opcionalnoj dekompoziciji sa poznatom Doobovom dekompozicijom za nenega-
tivne supermartingale.
U drugom poglavlju rijesˇavamo problem maksimizacije ocˇekivane korisnosti bogatstva
u zadnjem vremenskom trenutku T te ga rijesˇavamo pomoc´u teorije dualnosti. Problem
pronalazˇenja, uz dani pocˇetni ulog x, optimalne strategije promatramo u slucˇaju kada je
model trzˇisˇta bez arbitrazˇe potpun i na kraju dobivene rezultate primijenjujemo na vrlo
jednostavnom primjeru binomnog modela s jednim periodom.
Summary
In this paper we describe the various models od financial market with d + 1 financial assets
in the case of finite probability spaces in discrete time. Assumption that the probability
spaces are finite implies that all the function spaces Lp(Ω,F ,P) are finite-dimensional,
thus reducing the functional analytic delicacies to simple linear algebra. The prices of fi-
nancial assets are uncertain and random so we are modelling them as stochastic variables
meaning that a model of a financial market is an Rd+1-valued stochastic process, denoted by
S . First, we introduce financial model in not necessarily discounted terms. Because of the
time value od money, the rest of theory we devote to reducing this situation to a model in
discounted terms, using 0-asset as a nume´raire. We assume, for simplicity, that changing a
portfolio does not trigger transaction costs. Although, in real world this assumption is not
true.
The notion of arbitrage is crucial to the modern theory of finance. Intuitively, definition
of arbitrage is that an arbitrage opportunity is the possibility to make a profit without risk
and without net investment of capital. The principle of no-arbitrage states that a mathema-
tical model of financial market shoud not allow for arbitrage possibilities. A basic insight
of this paper is the intimate relation between no-arbitrage arguments and martingale the-
ory. This relation is the theme of the Fundamental theorem of asset pricing. Theorem
states that a mathematical model of a financial market is free of arbitrage if and only if
discounted prices are martingales under an equivalent probability measure. This theorem
tell us, also, what the principle of no-arbitrage implies about the possible prices for a con-
tigent clam. We describe the relation between one-period no-arbitrage and multiperiod
no-arbitrage model and conclude that there is a little difference between these two models.
After we have developed the basic tools for the pricing and hedging of derivative securi-
ties, we are showing what assets can be used as a nume´raire. At the end of first chapter we
compare Kramkov’s optional decomposition theorem with Doob’s decomposition theorem
for non-negative super-martingales.
In the second chapter we introduce the problem of maximising expected utility of ter-
minal wealth and solve them by applying the duality theory. We deal with the case of
an arbitrage-free complete market and illustrate results by applying them to very simple
example with a one-period binomial model.
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